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PROLOGO

Com esta Sebenta, constituida por trés partes: - 1.2 Parte — Algebra,
Trigonometria, Geometria; 2.2 Parte — Estatistica; 3.2 Parte — Célculo vectorial -,
nao se pretendeu tratar as matérias de forma exaustiva. Procurou-se,
simplesmente, proporcionar aos utentes 0S mecanismos essenciais ao seu
entendimento de maneira a que compreendam sem esforco e consigam atingir,
com resultados positivos, a forma de resolver o que, para muitos, se torna dificil
de ultrapassar.

Estou certo que 0s nossos alunos conseguirdo apreender com mais facilidade e,
a pouco e pouco, nutrirdo pela Matematica a necessaria simpatia que os motivara
para o estudo com vontade e empenho de que resultara, sem davida, um trabalho
consciente e proficuo.

Assim sejal!

O Autor.






PREFACIO

O Autor desta Sebenta, disponibilizou-nos toda a sua experiéncia de docente da
disciplina de Matematica, principalmente na pratica de lecionacdo desta disciplina
ao nivel dos cursos profissionais.

Conhecedor das dificuldades, fragilidades e sentimento de desmotivacdo que os
alunos, em geral, nutrem por esta disciplina quando chegam ao ensino
secundario, o Autor pretendeu realizar uma abordagem de consolidacdo e
aperfeicoamento de conhecimentos, assente, fundamentalmente, nas teméticas
de técnicas de calculo, modelos matematicos e geometria.

Para tal, apostou num formato, organizado e metddico, de apresentacdo dos
contetdos abordados, recorrendo a um grafismo “leve” e apelativo e privilegiando
a simplicidade na linguagem utilizada, embora sempre rigorosa.

Estou convicto de que este formato utilizado, baseado numa estrutura de
apresentacao/informacao sobre cada tema, composta por:

1. Explicacéo/Introducéao sobre o conteudo a abordar;
2. Demonstracgédo atraves de exemplos de exercicios resolvidos;

3. Disponibilizacdo de propostas de exercicios para resolver/praticar facultando,
em muitos deles, as respetivas solucoes;

4. Colocacao, em destaque, dos principais conceitos a reter/real¢ar, como sejam:
conclusdes; propriedades; definicbes; teoremas; regras; principios; formulas; etc.;
€ o0 mais indicado para desmistificar a ideia de grande complexidade dos
contetdos desta disciplina, bem como de promover a motivacdo para a sua
aprendizagem e de estimular a criatividade na utilizacdo do raciocinio cientifico
para resolucdo de problemas/desafios simples e concretos, estabelecendo
“pontes” para a sua aplicacao pratica.

Por fim, resta-me agradecer, enquanto Diretor Pedagdgico da Escola Profissional
Gustave Eiffel, o contributo do Autor para o ensino da Matematica, num exercicio
de humildade e altruismo ao disponibilizar esta “ferramenta” de apoio, tao util para
o desenvolvimento da competéncia matematica, tanto para os alunos, como para
0s proéprios professores.

Pedro Rodrigues






PARTE 1

ALGEBRA,
TRIGONOMETRIA
E GEOMETRIA






ALGEBRA

Num jogo de futebol entre o Porto e o Sporting, verificou-se que o Porto
marcou 3 golos e 0 Sporting marcou 2 golos.
Por isso, dizemos que o Porto ganhou o jogo por 3 a 2.

Comparando o namero de golos marcados pelo Porto com o nimero de
golos marcados pelo Sporting, podemos traduzir esta comparagdo da seguinte

forma:

3+2 -
ou2

Assim:

3+2o0u ; € arazao de 3 para 2 ou a razao entre 3 e 2.
3 e 2 sdo termos de razéo
3 é 0 antecedente
2 é 0 consequente
Mas poderiamos exprimir o resultado do jogo escrevendo a razdo entre 0s
golos marcados pelo Sporting e os golos marcados pelo Porto.

Nesse caso seria:
2+30u-—

Assim:

2
230Uz 44 razdo de 2 para 3 ou a razdo entre 2 e 3.

2 e 3 sao termos da razao
2 é 0 antecedente

3 é o0 consequente

Nota:
E importante conhecer a ordem, segundo a qual os termos da razdo sido
escritos.

Entdo, concluimos que:

em que

a e b sdo termos da razao
a é 0 antecedente
b é o consequente



Ex.:
Representa as razdes:
15 ...antecendente

1. De 15 para 12. S —
12 ...consequente
2. De 18 para 15. R.:E
15
3. De 4 para 12. R.:i
12
4. De 15 para 25. R.:l_5
25

Nota:
A razdo de dois numeros e quociente desses numeros sdo expressdes

sinbnimas.

PROPORCAO

Dados os numeros 8 e 6, se estabelecermos a razdo dos dois numeros

teremos:

8
6

Dados outros dois numeros 12 e 9, se estabelecermos a razado teremos:
12
9

Se escrevermos a igualdade:

8 _ 12 podemos afirmar que as duas razdes sao iguais porque:
6 9
8+-6 = 1,333 ...

12+9 = 1,333 ...

Quando isto acontecer, podemos afirmar que a igualdade € uma proporcao.
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EX.
. 4 12 ; 5
A igualdade T € uma proporcao?
Vejamos:
4+-5 =108
12+15 = 0,8

E uma proporgéo, porque as razbes sdo iguais.
4 12

5 15

Se as razdes %e % (b # 0ed # 0) sdo idénticas.

a c . ~
Entao 5= 3 oua-+ b = c-+d éuma proporcgao.

10,20 3%e4.°,
a e d S0 0s extremos.

1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 ~ . . I
1 a,b,cedsédo os termos da proporcao, respectivamente o
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
I N . I
I becsao os meios. 1

|

Ex.:

~ ~ 7 . .
As duas razbes sao A (7 € o antecedente e 0 5 é 0 consequente) e

Q (21 é o antecedente e 15 € o consequente); por ordem escrita dos

15
termos das duas razodes.

7 e 15 s&o os extremos.
5 e 21 s&o os meios.
Entdo como devemos enunciar a proporgao?

Da seguinte forma:

11



Ex.:
A igualdade seguinte sera uma proporcao?

3 4
_5 _5
12
7 3
Vejamos:
3
5.3.1.3 2_6
1.° 1 52 571 5
2
4
. 5_4.2_4 3 12 6
2. 2 57375271075
3

Como as razdes sao iguais, a igualdade é uma proporcdo em que:

3 4

g e g sdo os antecedentes
1 2

E € § Sao 0S consequentes
3 2

— e — X

5 3 Sao 0s extremos

1 4 _

2 € 5 Sao 0S melos

Exercicios:

1. Dada aigualdade seguinte, verifica se € uma proporcéo. Se
for, indica todos os elementos que a compdem:

4 20
7 35

2. Completa as proporg¢des seguintes:

a)§=_ R.:5
20 4

b) _ _

5
27 9
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PROPRIEDADE FUNDAMENTAL DAS PROPORCOES

i ~ L.
1 Em qualquer proporcéo, o produto dos extremos € igual ao !

- I
I produto dos meios. |
____________________________________ 1
6 9 6 x 12 =72
8 12 8 x 9=72
EXx.:

Completa as expressoes:

5__ R:6x4=24
8 4
24+8=3 R.:3
9— R.:9x4 =36
12 4 " B

36 -12 =3 R.:3

Ex.:

O desenho representa um jardim e foi feito a escala 1:200 ou L

200
Calcula o comprimento e a largura do jardim.

Escala 1:200 ou 1/200

Para calculares o comprimento e a largura do jardim, através da planta
(desenho), tens de conhecer as dimensdes correspondentes no desenho. Com

o auxilio de uma régua graduada, podes verificar que o comprimento € de 8 cm
e alargura é de 4 cm.

Entdo, podemos calcular:

1 8 e 1 _4
200 ¢ 200 1
1xc=200x%x8 1x1=200x%4

c = 1600cm [l = 800cm

c = 16m [l = 8m
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PERCENTAGEM

Consideremos algumas frac¢ces cujos denominadores s&o iguais a 100:

15
=15+ 100 = 0,15—» quinze centésimas ou quinze por cento (15%).

100
36 : : = : .
100 = 36 + 100 = 0,36 trinta e seis centésimas ou trinta e seis por cento
(36%).
100~ 3 +100 = 0,03—» trés centésimas ou trés por cento (3%)
Entao:
D 15% = ou 0,15
100 00T OMY
56 _ 36% = ou 0,36
100 00T o4
- — 20/, —
100 3% = ou 0,33

Entdo, concluimos que:

' As fracgbes decimais de denominador igual a 100 tém o nome de :

| Percentagens. I
Exercicios:

1. Exprime em percentagem cada uma das seguintes fraccdes:

3

11 = R.:0,75 = 75%
4
4 0

1.2 75 R.: 0,28 = 28%
4 .

1.3 H R.: 0,8 = 80%

2. Dos 250 alunos duma escola, ha 50 que jogam futebol.
Que percentagem séo, no conjunto dos alunos, os jogadores de
futebol?

R.:0,2 = 20%

14



Outros problemas de aplicacao:

1. Um comerciante de ovos reparou que, em 600 ovos ha trés duzias
que se partem.

1.1.

1.2.

Qual é a percentagem de ovos que se partem?
Sabemos que trés duzias sao 36 ovos. Entdo, temos:

R.: A percentagem € de 6.

Qual sera, provavelmente, o nUmero de ovos que 0
comerciante perderd numa encomenda de 4.800 ovos?
Como sabemos que, provavelmente, se perdem 6%, entao
temos:

6% x 4800 = 288
0,06 x 4800 = 288

Também podemos usar uma regra de trés simples:

ovos perdas
100 ———— 6
4800 ——— 8 —— x
_4800x6
*T 7100

x = 288 ovos
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PROPORCIONALIDADE DIRECTA

Consideremos as tabelas abaixo, que constituem os dados respeitantes a duas
torneiras que deitam a mesma quantidade de 4gua por minuto para copos de
formas diferentes:

—"
Copo A Copo B '
Tempo (em 11213/ a Tempo (em 112131 a
minutos) momentos)
Altura da agua >lalels ] Altura da 14| 2 |2.4|2.8
(em cm) agua (em cm)
(1) (2)
Na tabela (1), podemos passar da 1.2 para a 2.2 linha, multiplicando por 2.
altura da
4 agua 1. No gréfico obtemos uma recta que passa
1 pela origem.
8 Lo 2. A altura da agua no copo é directamente
6 T------- . i proporcional ao tempo.
47777 | i i A constante de proporcionalidade é 2.
2 4 _ | I ]
S Assim:
o¥—+—+—— >
123 4 2208
tempo 2 3 4
Na tabela (2), ndo podemos passar da 12 para a 22 linha, multiplicando
por um nuamero.
1. No gréfico, ndo obtemos uma recta
altura ue passa pela origem
da agua quep P gem.
N 2. Nao existe proporcionalidade directa.
3. Quanto mais tempo cai agua no copo
a L maior € a altura da agua, mas os
S crescimentos ndo se operam sempre
2 L2770 | o
) b na mesma proporgao.
12 3 4

1,4 S 2 3 4
1 2 24 28

tempo
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Nota:
A grandeza a é directamente proporcional a uma grandeza b se existir um

numero ¢ (constante de proporcionalidade), tal que:

Nota: P — 4
Se duas variaveis estéo relacionadas por uma proporcionalidade directa, uma
obtém-se da outra multiplicando uma delas por uma constante ndo nula.
Assim:
Consideremos x e y duas grandezas directamente proporcionais.

Teremos:
y=kx,k# 0

A funcdo f:x y = kx, k+#0, dad-se o nome de funcdo de

-

proporcionalidade directa.

Exercicios:
1. Sendo x e y duas grandezas directamente proporcionais, determinar 0s

valores de a, b e ¢ da tabela seguinte:

X a 3 2 c

y [20 [12 | b |10

. 12
R.: 3= 4 —» Constante de proporcionalidade

Entao:
20
a
a

2. Um aparelho eléctrico consome numa hora 15 kw. Quanto consumira se

estiver ligado 5h?

R.: 1h—— 15 15x5 75
5h - x X = 1 = T=75kwh
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3. O Joéo depositou 400.000€ no banco, tendo recebido 42.000€ de juros,
no final do ano.
Supondo que a taxa de juro ndo se alterou, quanto receberia se tivesse
depositado 600.000€?

R.: 400.000€ —— 42.000€
600.000€ ———— x

_ 600.000€ x 42.000€  25.200.000.000€

= 400.000€ - 400.000€ = 63.000€

4. Numa loja de informética fazem descontos a estudantes.
a. Se um computador custava 250€ e passou a custar 200€, qual foi o

desconto?
R.: 250 -200=50

250 ——100 X = 100 x 50 _ 5000

=20 = 2009
50— 250 250 20=20%

b. Se uma pen com desconto de 10% custou 2€, quanto custava sem
desconto?
R.: 100 -10=90

2x100 200
2—90 x = = = 2,22€
x ——100 20 20

5. Depois de ser aumentado 25% ao seu salario, 0 Jodo passou a ganhar

1150€. Qual era o seu salario antes do aumento?

R.:100 + 25=125

1150 125 ‘= 1150 x 100 _ 115000
x ———100 125 125

=920 = 920€
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6. Um comerciante comprou uma camisa a 5€ e vendeu-as a 6€. Qual foi a
percentagem de lucro?

R:6-5=1

5— 100 1x100 100
X = =

— — 0,
. : 20 = 20%

PROPORCIONALIDADE INVERSA

Outras vezes duas variaveis estéo relacionadas e quando uma cresce a outra
decresce.

Ex.: Se a velocidade aumenta, diminui o tempo de uma viagem.
Ex.: Se tenho certa quantidade de arroz, quanto mais gastar menos me fica.

Nota:

Se houver esta relacdo entre duas variaveis, mas ela se verifigue na mesma
proporcéo, dizemos que sdo inversamente proporcionais.

Ex.: Consideremos a tabela que representa a relagdo entre o numero de vezes

gue se vai cozinhar e a quantidade de arroz que se vai usar, em gramas:

N° de vezes que | Quantidade de oA
Vou cozinhar | Arroz em gramas
1000
(n) (p) 800
1 1000 600—
2 500 400
200
4 250 R
5 200
nXxXp=1000

Observando a tabela e o gréafico, verificamos que o produto dos valores é

constante.
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I Duas variaveis sdo Inversamente Proporcionais se o seu produto :
; for constante. I

Se x e y sdo inversamente proporcionais, teremos:

_k k+0
y_x'

Daqui que: k
k=xXy V x=-—

R k
A funcéo f: XY =73 ,k # 0 chamamos funcéo da proporcionalidade
inversa.

Exercicios:

1. Sendo x e y duas grandezas inversamente proporcionais, completa a

tabela:

y 10 1,5 2 12 15

R:3x2=6
6 ~06 =10 10 x 0,6 = 6
6+15=4<4%x15=6
6 = 1=12«(:)12><1=6
2 2
6+15 =04<=04%x15=6
2.

2.1. Seis homens demoram 10 dias a pintar um prédio. Se fossem 12 homens
guantos dias demoravam?

. 6x10 60
R 6 10 x = =— = 5dias
12 —— x 12 12

2.2. Quantos homens eram necessarios para pintar o prédio em 4 dias?

R.: 6———10 6x10 60
X 4 X = 2 —7—15homens

20



NUMEROS RELATIVOS

CLASSIFICACAO

Positivos — Séo precedidos do sinal (+)
Ex.: +3; +5; +100; ...

Inteiros Relativos < e

Negativos — Sao precedidos do sinal (—)
~— Ex.: —3; —5; —100; ...

Nota: O zero (0) nem & positivo, nem €& negativo.

CONJUNTOS

Inteiros Relativos — Z ={...,—3,-2,—1,0,+1,+2,4+3,+ -}

Inteiros Positivos —» Z* = {+1,+2,+3,+ -} = N—» Conjunto dos N.°s
Naturais

Inteiros Negativos — Z7{...,—3,—2,—1}

Inteiros ndo Positivos— Z, ={...,—3,—2,—1,0}

Inteiros ndo Negativos — Z¢ = {0,+1,+2,+3,+ -} = N,

ORDENACAO E REPRESENTACAO

ORDEM CRESCENTE

Do menor para o maior
Ex.:+1,+2,+5,+9,+ -

ORDEM DECRESCENTE

Do maior para o menor
Ex.: +9,+45,+2,+1,+ -
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Os numeros relativos representam-se num eixo horizontal, graduado a que

chamamos EIXO ORIENTADO.
ORIGEM

ACTDB
—

—6 —5-4-3-2-1 0414243 +4 +5+6

Nota: Cada um destes numeros pode representar a abcissa de um ponto.
Como podes verificar:

O ponto A tem abcissa (—4) ouao A W —4

O ponto B tem abcissa (+3) ouao B W +3
Corresponde —2

O ponto C tem abcissa (—2) ouao C

O ponto D tem abcissa (+1) ouao D «Lorresponde, 41

MODULO OU VALOR ABSOLUTO

VALOR ABSOLUTO de um numero relativo € o niumero que se obtém
guando Ihe tiramos o sinal que o precede.

SIMBOLO DE MODULO usa-se o seguinte | |

Ex.:.|—=3] =3 e |+3] = 3

Nota:

Em modulo, qualquer nimero positivo ou negativo tém o mesmo valor,
como se verificou no exemplo anterior.

NUMEROS SIMETRICOS OU OPOSTOS

Sao0 0s numeros de sinais diferentes. Tém o mesmo valor absoluto.
Ex.: +3 e —3—» S&o simétricos
Mas

|+3] =3 e |—3] = 3— Valor absoluto
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Ex.: —=5e + 5—>» Sao simétricos
Mas

| -5 =5 e |+5] = 5—> Valor absoluto

Nota: O simétrico de zero é o proprio zero.

RELACAO DE ORDEM

Maior Que (>)
Menor Que (<)

Nota:

Qualquer numero é maior que qualquer outro situado a sua esquerda e
€ menor que qualquer outro situado a sua direita.

Ex. +3 < 45 ; 0 > -4 ; 41 > -1 ; -3 < =2

Obs.: Se representares estes nimeros na recta orientada verificaras que é
verdade.

OPERACOES

ADICAO
________________________________ -
: Para somar dois numeros relativos de sinais :
: iguais, somo 0s seus valores absolutos e dou ao 1
I resultado o sinal comum. :
e e e e e e e e e e e e e 4
Ex.:(+#3) + (+5) = +8
(=3) + (-5) = -8
Nota:

Nos exemplos anteriores deve-se dizer mais trés com mais cinco da mais oito;
menos trés com menos cinco da menos oito.
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Ent&o o sinal de adicao (+) diferencia-se dos sinais que precedem os numeros.

., . T 1
1 Para somar dois niumeros relativos de sinais diferentes, |
: subtraio os seus valores absolutos e dou ao resultado o :
Lsinal da parcela de maior valor absoluto. :

Ex.: (+3) + (=5) =-2
(=5) + (+20) = +15

Exercicio:
1. (+7) + (-3) + (-8) =

(+4) + (-8) = —4
\_Y_/
—4
2. (+7) + (=5) + (+1) + (=7) + (+5) =

=H+7) + (+1) + (+5) + (=5) + (=7) =

N\ ) \ )
Y Trocando a ordem das

(+}3) + (—1}2) = parcelas e juntando os
_|_Y1 nimeros de sinais iguais.
L, PROPRIEDADES
COMUTATIVA

I i
I Trocando a ordem das parcelas obtenho o mesmo
| resultado -

Nota:

Os numeros relativos positivos podem escrever-se sem o sinal (+).
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ASSOCIATIVA

: : i
I Associando duas ou mais parcelas, obtenho o mesmo |

I resultado.

Ex: 5+3+4=(5+3)+4=5+(3+4)=(5+4)+3
H/_/ 8 +4=54+ 7 = 9 43
H_/ H_J

H_/

B o o o o e S
Ex: 6+0=0+6=26
6 = 6 =6
Entao:
P T 1
I a+0=0+a=a
o o o o o e - -l

Entao:

25



SUBTRACCAO

Se te recordares, nos teus tempos de aluno da Escola Primaria efectuavas uma
subtraccéo do seguinte modo:

9 — Aditivo ou Diminuendo
9—-3=6

-3 —»Subtractivo ou Diminuidor

6 —» Resto ou diferenca
Como te recordas, também, para tirarmos a prova real efectuamos uma soma:

9
-3 A soma de 3 com 6 da-nos 0 9.
vj + A subtraccao esta correta.

A diferenca de dois numeros relativos obtém-se 1
adicionando ao aditivo o simétrico do subtractivo. I

Ex.:1. (+4) - (+7) = 4- 7 = porque 0s positivos ndo usam o sinal.
4 + (-7) = -3

2, (+3)I (35) =

3+(+5) =8

Nota:

Na prética, trocamos o sinal de subtraccao (—) pelo sinal de adi¢édo (+) e
também trocamos o sinal que precede o niUmero imediatamente a seguir.

Exercicio:

(=5) — (+2) + (=3) - (+7) =

i 3

(=3)+(=2) +(=3)+(=7) =
— —

—7 +  (-10)

\

Y

-17
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MULTIPLICACAOEM Z

|
I Numa multiplicagéo de ndmeros relativos, primeiro multiplico os
: sinais e, depois, multiplico os nimeros. I

R |
Assim
:-----Eér----DE """ i
1
L #)x ) =) i
i (X E=E# !
: (+H)x (=) = (=) i
L Ox®=0
Entao:

1. Se os sinais séo iguais, o resultado € positivo;
2. Se os sinais sao diferentes, o resultado é negativo.

Ex. 3 x5 =15 mas (-3) X (=5) = 15
Sinais iguais
—4 x (-3) =12mas 4 x 3 = 12

Ex. 3 X (=5) = =15 mas —=3 x 5 = —15
Sinais diferentes
4 X (=3) =—12 mas —4 x 3 = —12
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MULTIPLICACAOEMQ

o= mm———m—mm———— e ——————— i
1 Para multiplicarmos frac¢des, multiplicamos os numeradores e |

: também os denominadores.

Temos uma fracgao: 2 —» Numerador

3 —» Denominador

2.3__6
35 15
w A

X

X

A

2 3 6
_§x(_§)_ﬁ
w A

X

Nota:

Chama-se a atencao para o mecanismo usado na adi¢cao e na multiplicacao.

Assim:
com da

?

(+3) + (-5) = —2— Adicéo

por da

ot

(+3) x (=5) = —15—*> Multiplicacao
Nota:

Todo o numero relativo tem o seu inverso ou reciproco.

Ex.:

wl N
(3>}

Sao inversos

w
Q

Sao inversos

Wl W
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L PROPRIEDADES
COMUTATIVA

Ex: 3 X (-4) = -4 x 3

~12 = —-12
e 233 2
_§X§_§X(_§)
6 6
15 15
ASSOCIATIVA

Ex.. 3X(—4)x5=[3%(—4)] x5=3x[(—4) x 5]

—12 x5 —-12 x5 3x " (-20)
— —
-60 = -60 -60

DISTRIBUTIVA EM RELACAO A ADICAO

-4 +5

. _ _ _ x 3
Ex:. 3 X (=4 +5) = —-12 + 15 3 ou 12+ 15

4-3
Ex: —5x (4 —3) = —20 + 15 = -5 ou X (=5)
- —20+15

5

N
Ex.(3+2)Xx (4-3)=12-9+8-6=5 ou 342

X4 -3)
+124+8—-9-6

5
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DIVISAOEMZE Q

Nota:

Como ja é conhecido, para se calcular o quociente entre duas frac¢des procede-
se de forma a aplicar a operacéo inversa (multiplicacdo).

_§+(_

Ex.: 1;
3

Il
W] =
X
N
Il
N

Nota:

Relativamente aos sinais procede-se da mesma maneira que para a multiplicagéo.

PROPRIEDADE FUNDAMENTAL

- ) I
I Numa divisao, o dividendo € igual ao produto do divisor pelo quociente, I
: adicionando-se-lhe o resto.

Se recordarmos:

Dividendo (D)

235 + 3 =178 235 |3 —» divisor (d)
25 78— quociente (q)
r=1 1
resto (r)

Aplicando a formula da Propriedade Fundamental

Teremos:
235 =3 x 78+ 1

235

234 + 1
235 = 235
Entdo, concluimos que:

A Diviséo é a operacéo inversa da Multiplicacéo.
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ADICAO E SUBTRACCAOEMQ

Como adicionamos frac¢des?

1. Se tém denominadores iguais, somamos 0s humeradores e damos ao
resultado o denominador comum:

Ex.:
4+2_4+2_6
5 5 5 5
3+2 4 —3+2-4 -5 5
6 6 6 6 6 6
4 2 —4+42 =2 2
—— 4 == = — ——
5 5 5 5

2. Se tém denominadores diferentes, temos de as reduzir ao mesmo

denominador. Para isso, calculamos o minimo multiplo comum (m.m.c.)
entre os denominadores.

2.3_ m.m.c.(68) =23x3 6|2 8|2
6 8 =8x3 33 412
ONE) _ 24 1 5|2
V\ 1
24+-6=4 24+-8=3

4x2 3x3 6=2x3

4x6 38 g — 23

8+ 9 _

24 24

17
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Exercicios:

1. Efectua as seguintes operagoes:

a)5—-4+3 -7 b) —24+32 —17 —6+11

c) 7—(-2)—4 d 6—-[3—(—-2-3)—(7-12)]
2. Calcula:

a) 3 —|—-2|+5+|—-7]

b) |1 —2|—13 = 5]
C) [-3+2-5|—|4 —6+7|

3. Determina o nimero designado por:

2 3 1 ) 2 5 o

(~10)*3 (-3)+(-3) 6+(=3)

d) e)

(—1,3)+(0,4) L+ (-347)
4. Calcula:

a) b) C)

((3+(D+5 (D) -G (9 ol-z-(2+5-3)
5. Calcula:

a) O Produto de a pelo inverso de b, sendo:

a = -3 e b=-3

1
b) O Produto de -3 pelo seu simétrico

c) O Produto do simétrico de 4 pelo inverso de — g

2
d) O Inverso do produto de — 3 por

Z.
e) f) Q)
5 , 5.1 2 - [-3 % (~2)]
— —54 3 —1x(-2)
_3 . 2_4 7 3
7) l+3-3

32



POTENCIAS DE EXPOENTE EM 7

23 —» Poténcia
/v Expoente
\A Base

O que significa 23? Significa que a base se repete as vezes que 0 seu expoente
indica.

Assim: 23 =2x2x2=28

O mesmo acontece quando a base € uma fracgao.
3
Entao: (1) _1 lxl=i
3 3 3 3 27
E se a base é negativa? Procedo de igual modo.
2
Assim:(_ l) - <_1) % (_ 1) :1
3 3 3 9
Nota:

______________________________ I
I Devemos sempre ter em consideracao os sinais. :

3
=x:(~3) =(-2)x(-3)x(-3)= -3
(=2)?= (-2) x (-2) =

—(2)2 = —4 porque —(2x2)=—4

BASE 10

Representacéo de numeros sob a forma a x 10™ em que:
1<a<10 e nelZ

Nota:
Ha necessidade de escrever um numero com a forma de um produto de dois

factores em que:
O 1.°factor € um nimero do intervalo [1,10[ e o 2.° factor € uma poténcia de base

10 e expoente inteiro.

Como fazer?
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Se atendermos a que:

10 = 10!
100 = 1072

veremos que 10...10 = 10"
1000 = 103 ——

n Zeros

Veremos que:

o=@ -6 6 -6
3/’ 2 "\5 2
Entdo, concluimos que;
1073 =(i>3= i><i>< i = L = 0,001
10 10 10 10 1000
Continuando o raciocicio anterior:
200=2x 100 =2x10% e 0,02=2x%x1072

5400 = 5,4 x 1000 = 5,4 x 103 e 0,0054 = 5,4 X 0,001 = 5,4 x 1073
43,7 = 4,37 x 101 = 4,37 x 10

Outros problemas de aplicacao:

5400 x 0,00035 = 5,4 x 10® X 3,5 x 10~* = (5,4 x 3,5) x (103 x 10™%)
32x1073+05 x107*=32x%x 10734+ 0,5x10"*x 1073 ...

Nota:

Apbs as regras das operagdes, veremos como se fazem os calculos.
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MULTIPLICACAOQ

REGRAS:

I . . . .
I Para multiplicar poténcias de bases iguais e expoentes j
: diferentes, damos a base comum e somamos os expoentes. !

2 4+2
2 6

(3 (=9 -(3)

2. : Para multiplicar poténcias de bases diferentes e expoentes :
1 iguais, multiplicamos as bases e damos o0 expoente comum. 1|

Ex:23x2%= (2x4)3= 83

o (Y 2B = (2 ()

3 2 3 3

Ex. (;) x(-3) x(-1% = (—g) x (—1)° = (=1)% x (=1)% =

=(-1D¥=+1=1

DIVISAO
REGRAS:

: Para dividirmos poténcias com bases iguais e expoentes !
I diferentes, damos a base comum e subtraimos os expoentes. |

2 -2
5 33

(Y (- (D7)
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I
2.1 Para dividirmos poténcias com bases diferentes e expoentes

: iguais, dividimos as bases e damos o expoente comum. :

Ex. 4%+ 26=(4 +2)6= 2°

5 5

G (- G- -G
e (3@ - (33 - (4

OUTRAS REGRAS

1. l A poténcia de uma poténcia de um nimero € outra poténcia I
| cujo expoente €é igual ao produto dos expoentes. :

=) ()= )
= () (=)
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Exercicios:

1 23+_—1
15

50+(3§T)5 15°

s @[]

12

4 351(?2 .,
(7)
374 +37°

5 _ 40

ZX% *

6. 3% x 22 + 32
3450
3

7w @ x(y)

9. (3723 x3*+672
4 x 30

-2

3
10. 3°+2><3-1+<—§) —3x373

11. (_%) + (_%) = (057
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RAIZ QUADRADA

Sabemos que:
2=9 porque 32=3%x3=9
Entdo:
A raiz quadrada de 9 é o numero que elevado ao quadrado d&a 9, ou seja, € o 3.
42 =16 porque 42 =4 x4 =16
Entdo:

A raiz quadrada de 16 € 4, isto €, 0 nimero que elevado ao quadrado da 16 € o0.4.

Entdo, concluimos que:

| A Raiz Quadrada de um numero positivo P € um numero x, cujo :
| quadrado é P. I

Entao:

V  —» sinal de raiz

Nota:
1. Presentemente s6 falaremos em raiz quadrada de um namero positivo.

2. Em Q, cada namero positivo passa a ter duas raizes quadradas.

Ex.:
36 admite como raizes quadradas 0s nimeros 6 e —6 . Porqué?

62 =36, mas (—6)2 = (—6) x (—6) = 36

entao: / +6
V36 =16 = A

{
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ALGORITMO DA RAIZ QUADRADA

Como calcular a raiz quadrada de um numero que possua mais de dois
algarismos?

Ex.: Calcular a raiz inteira do nimero 134.

1. Represento o nimero em forma de raiz:

V134

2. Divido o niumero em classes de dois algarismos a partir da direita:

Vv1.34

—_—

3. Calculo a raiz inteira do niumero da classe mais a esquerda, isto €,
do 1. Calculo o seu quadrado e subtraio:

Vv1.34 1
12=1 _-1 —
0

4. Baixo a classe dos dois algarismos seguintes e calculo o dobro da raiz
inteira e coloco por baixo dela:

V134 1 1x2=2
12 =1 —1 o
034

5. Coloco, junto do dobro, o niumero que multiplicado por si préprio e
também pelo 2 (dobro), me dé 34 ou inferior e subtraio:

V134

_1 |14
— 21
X 1
2le 1757

6. Junto ao numero (raiz inteira) o encontrado agora (1):

V134 11
21 X 1

L 21
13

Entéo:
V134 = 11 por defeito
r =13 11 < V134 < 12
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RAIZ QUADRADA APROXIMADA A MENOS DE UMA
UNIDADE DECIMAL

Ex.: Calcular v41 com aproximacgédo as décimas:

1. Acrescenta-se ao numero dois zeros, separados por uma virgula:

V41,00

2. Procede-se, no calculo, da forma anteriormente estudada:

VALOO ] ¢,
—36 T
=00 124
’ X 4
—496 496
004

3. Coloca-se uma virgula na raiz 6,4 e duas no resto 0,04:

741,00 6.4

i 124

5,00 % 4

_496 496
0,04

Porqué assim?
Porque: 41,00 = (6,4)% + 0,04
= 40,96 + 0,04
41,00 = 41,00

Nota:

1. Para o céalculo com aproximacao as centésimas, acrescentamos
guatro casas decimais.

2. Para o calculo com aproximacao as milésimas, acrescentamos seis
casas decimais.
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ERRO ABSOLUTO - MAJORANTE DO ERRO

1. Quando estudamos a raiz quadrada e o seu algoritmo, verificAmos que 0s

valores de alguns nimeros eram exactos e de outros nao.
2. No calculo das inexactas, faziamos as aproximacdes e viamos os resultados
por defeito e por excesso.
Ex.. 21 = 4,582 pordefeito e = 4,583 por excesso

Desta forma, estdvamos a determinar o0 minorante e o majorante.

MINORANTE DE UM VALOR APROXIMADO

Ex.: Determinar um minorante de v98

9,899 < v98 < 9,900

minorante por exemplo 9

MAJORANTE DE UM VALOR APROXIMADO

Ex.. Determinar um majorante de v98.

9,899 < /98 < 9,900

majorante por exemplo 10

ERRO ABSOLUTO

I
I ERRO ABSOLUTO é a diferenca, em médulo, entre o valor exacto e o :
! valor aproximado. .

Erro Absoluto = |valor exacto — valor aproximado|

Ex.: V7 = 2,6 a menos de uma décima
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Entao:
2,6 é o valor aproximado de V7 , por defeito, com erro inferior a 0,1 (uma
décima).
Logo:
V7 —2,6| < 0,1
\

Valor exacto  valor aproximado

Quando isto acontece, dizemos que 0,1 é o majorante do erro.

Ou ainda:

2,6 <7 <27 istoé, 7 estaentre2,6e2,7
2,7—2,6 =0,1 Erroinferiora 0,1

O majorante do erro é qualquer nimero maior ou igual a 0,1.

Outros exemplos:

1. 24 = 4,8 por defeito.
Entao:
48 <24 <49

49-48=0,1 majorante do erro 0,1

Erro

2. V36 =6 Raizexacta
Obs.: Nao tem majorante.

3. \/§+%

Tomando V2 a menos de 0,1, teremos:
1
14<2<15e ~=05

Entao:

1,4+05<vV2+05<15+0,5
%_J %_J
19 <vV2+05< 20
l J
0,1
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Assim:
V2 +0,5= 1,9 amenos de 0,1 por defeito

V2 + 0,5 = 2,0 a menos de 0,1 por excesso
Se tomarmos V2 a menos de 0,01, teremos:

1,41+ 05<+vV2+05< 1,42 +0,5
‘ﬂ—j -

191 < V2+05< 192 majorante do erro 0,01

0,01

a. (15 r)u =
15

37 = 0,405 e +/32=5656

+/32

Tomando ambas a menos de 0,1, teremos:

0,4 < ;§<05 e 56 <32 <5,7

Entao:
15
04< — <05

37 l
+
56< V32 <57

15
6,0 <—+132<6,2
( 37 J

0,2

5. n+\/§+%

m=3141... V3 =1,732...

43
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Se considerarmos a menos de 0,01, teremos:
3,14 < T < 3,15

1,73< V3 <174 | T

5
0,83 < 3 <174

5
570 <1 ++V3 + g<5,73

6. X \/§
Como 7 = 3,141 ...e V3 =1,732...

Se considerarmos valores aproximados a menos de 0,001, vem:

3,141 < T < 3,142 l

1,732 < V3 < 1,733

5,440212 < 1 X V3 < 5,445086
l J

0,004874

Exercicios:

1. Tomando valores aproximados a menos de 0,1, calcula os valores

aproximados por defeito e por excesso, calculando o majorante do erro:

1
1.1 4++3 1.2 §+\/§

1 7
13 S+m 1.4 g+\/7+7r
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2. Faz o mesmo do exercicio anterior, mas com valores aproximados a menos
de 0,01:

21 4x+3

22 — X 5

23 2 xV6
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RADICAIS

I Chama-se raiz de indice n (natural) de um namero P, ao nimero que !
I elevado a n produz P. [

Ex.:
V27 = 3 porque 33 = 27

{9 =3 porque 32 =9

(V3 =3

indice do

radical V\n \/Fn<7

radicando

!

RADICAL

sinal de raiz

expoente do radicando

INDICE IMPAR
RADICANDO POSITIVO

Y27 = 3 porque se fizermos x3 =27 & x = 327 =3
Raiz Unica positiva

RADICANDO NEGATIVO
/=32 = —2 porque se fizermos x5 = —32 & x = ¥—32 = —2

Raiz Unica negativa
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INDICE PAR

RADICANDO POSITIVO
=4eox=tVlex=Vivyx=—Vieox=2vx=-2

Duas raizes simétricas

RADICANDO NEGATIVO
x?=-9 e x=+-9 E impossivel

Nao tem raiz

PROPRIEDADES

: ~ o I
: O valor de um Radical n&o se altera quando se multiplicam ou 1|
1 dividem, simultaneamente, o indice do radical e os expoentes :
: do radicando, pelo mesmo numero diferente de zero. :

d

2x3 6
[x3x3 = /%9

2.
P T T T
: O radical que nao apresente indice significa um radical de :
1 indice 2. I
e e o e e e e o e o e e e o |
Ex.. Va®= Va?
3.

- . o . 1
1 O radical cujo indice é a unidade tem como resultado o valor do :

| seu radicando. I
B e S d

Ex.: a? = a?
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SIMPLIFICACAO DE RADICAIS

I ~ - i 1
1 Na resolucéo de radicais devo, sempre que possivel, decompor 1

: os radicandos em factores e depois aplicar a propriedade n.° 1. :

| Para reduzir radicais ao mesmo indice, devo determinar o m.m.c. :
, entre eles. Depois, afecto os indices e os expoentes do radicando.

Relembrando o processo de reducdo de fraccbes ao mesmo denominador,
verificamos que usaremos um processo idéntico para os radicais.

Assim: r 1 1 m.m.c. (2, 5,10) = 10
5 710
1 _1x5 5 1 1x1 1
2 2x5 10 10 10x1 10
(5) 1)
1 1x2 2
5 5x2 10
(2)
Entdo: @ 1)

(SW; m ; 12/@ m.m.c. (2,5,10) =

Ex.: (8) (6) (3)
V2® 3206 . §f430) m.m.c. (3,4,8) =

2‘{/? ; 24 312 ; ZW

I
| A Poténcia de expoente natural de qualquer raiz é igual a raiz do !
| mesmo indice da poténcia do seu radicando. I

Ex.: (\/2)3 = 2133 = /23
() -7
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MULTIPLICACAO

1.
e 1
| A raiz dum produto € igual ao produto das raizes do_mesmo :
| indice dos factores. I
I I
Ex. 32x3=32x33
= Vx x iy
1
§ =5|5 517
2.
e EEmEEmmm— 1
I O produto de radicais do mesmo indice é igual a um radical do :
: mesmo indice, cujo radicando € o produto dos radicandos. [
I I
Ex. V2x¥3=32x3=136
Vax iy =4axy="xy
Lo 11
513 7 5[4 33 T4 812
Nota:
[ S S S ——— 1
I Na resolucdo de produtos os radicais terdo de possuir indices :
: iguais. Se isto ndo acontecer devemos reduzir ao mesmo indice. :
N,
Ex.:
VaxV3x 83 =544 x5/32x83= /4t x32x3="5/44x 33
Nota:

I

: Qualquer factor dum radical pode constituir factor do seu
i radicando (passar para dentro) desde que se multipligue o seu
I expoente pelo indice do radical.
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Ex.:

Ex.:

Ex.:

Ex.:

3232 = /2 x 36 a33a? = 3fa? x ats = a7
4 4

2/x% = {24x2

N

i : :
I Se quisermos passar para fora qualquer factor do radicando,

: devemos dividir o seu expoente pelo indice do radical. |

V2 x36 = 3232
~___

V2a8 = 22

3{/?: Vaé x a = a?3fa

?{/xlo = ?(/x‘? x x = x33x

DIVISAO

1
' O quociente de dois radicais com 0 mesmo indice é igual a um |
: radical do mesmo indice, cujo radicando é o quociente dos | :
1 radicandos do dividendo e do divisor. |

Va a x_

l indice.
| ——— 1

50



Nota:

oo : ) 1
: Quando os indices forem diferentes, devemos reduzi-los ao mesmo |
I

I indice. I
————————————————————————————————————————— ol
Exercicios:
) (1
2
1. (Va)" xVa® Va*xVa3 Va*xVa® Va*xa3 Va’
4-/a5 4-/a5 4(a5 4/a5 4/a5

2y (1
3
2 () x¥x Wt x xRl x¥x axx B B
Vx Vx Vx 0 Va2

=j:=J_=J_=J_
6x u
S () x%3
V12
4. (V32 x3a
V3a

Y@ x (Vam)
Vadx

1 . T . ;s - - N
1 A raiz de indice n da raiz de indice p de um certo nimero A € igual a :

: raiz de indice np do mesmo namero A. I
[
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Ex.: W = %/x

VV2a = Yza

33v3x = YV3x x 3% = §/3%x
A

RADICAIS SEMELHANTES

Ex.. 3%5 e 245 Vx e Vx Y3a e 33a

ADICAO ALGEBRICA DE RADICAIS

Para podermos efectuar uma soma algébrica, devemos considerar:

1.0s radicais tém de ser semelhantes;

2.Se os radicais forem semelhantes, somo os factores externos e dou ao
resultado o radical comum:;

Ex.:
7V34+2V3—-5V3-v/3=(7+2-5-1)V/3 =343

25 -3¥5+3¥5=02-1+3)¥5 =435

3.Se os radicais nao forem semelhantes? Entdo devo procurar, passando
para fora, ou simplificando ou reduzindo ao mesmo indice, torna-los
semelhantes.
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Ex.:

Y9 + 2V75 — 627 =

1.° Decompondo os radicandos em factores:

4+2\/32+2 _I_wz _\6\/3_ =

2.° Simplifico e passo para fora o que puder:

V3 +2x5V3—-6x3V3=+3+10V3 —18V3

3.9 Efectuo a soma:

V3+10V3 - 18V3 = (1 + 10 — 18)vV3 = —-7V3

Exercicios:

Efectua e simplifica:

1. V24 + V54 + 6 —3V6

2. \/E—\/4a3b2+6\/a3b12
3. 248+ 5V72—-7V/18+3

4. 336 +5V6
V3

5 (VB+2)'

6. 6
Zﬁ—ﬁ

" g— 2V2++2

8 J2vZx+3

V3

V27 ++12

%) s
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MONOMIOS E POLINOMIOS

MONOMIOS

Chamamos monémio a um numero relativo ou a um produto de numeros relativos
(alguns representados por letras).

Ex.:
3 é um monémio porque 3 “ 1= 3
4 477 4
2x € um mondmio porque 2Xx=2x

5x%y3 é um monomio porque 5% x% X y3 =5x2%y3
y y y

Coeficiente
2
Mondémio coeficiente
2x ) T .
Parte Literal 2 x__, parte literal

X
Monomios Semelhantes — se possuem a mesma parte literal.

Ex.: 5a®b* e —= a’b* Sao Semelhantes
[l 307

Monomios Simétricos — tém a mesma parte literal, mas os coeficientes séo
simétricos.

Ex.. 3x3y e —3x3y Séo simétricos

Grau de um monomio — obtém-se pela soma dos expoentes das letras que nele
figuram.

Ex. 5a® -Grau6ou6.°grau
3 a%b* - Grau 6 ou 6.° grau
3x -Grau 1oul.°grau

Nota:

Se quisermos em relagéo a uma variavel.

Ex.. 5x2y° Grau 2 relativamente a x

Grau 5 relativamente a y
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OPERACOES

ADICAO

I Para somar dois monémios, somo os coeficientes e :
I mantenho a mesma parte literal. I

Ex.: 3x+ 2x =5x porque (3+ 2)x =5x

Nota:

Uma soma de mondémios forma um polindmio.

MULTIPLICACAO

: Para multiplicar dois mondmios, multiplico os coeficientes |

I e também as letras que constituem a parte literal. I

Ex.: (3x%2y3)(7xy) = 21x3y*

Nota:
Quando multiplico as letras, faco-o dando a mesma letra e somo os
expoentes.
POLINOMIOS
OPERACOES
ADICAD e e e eeem -

I A soma de polinomios € um polinébmio constituido pelos

| termos de todos eles. :

[ L L L L T T T L L L T -—

Ex. A=3x?-5x+1 e B=4x%?+3x
A+ B = (3x*—=5x+1) + (4x* + 3x)
3x2 —5x + 1+ 4x% + 3x
3x2 +4x? —5x+3x+1
7x2 —2x+1
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SUBTRACCAO

Ex. A=3x>2-5x+1 e B=4x*+3x
A—B = (3x*—=5x+1) — (4x* + 3x)
3x2—5x+1—4x%—3x
3x%2 —4x* —5x—3x+1
—x%2—8x+1

MULTIPLICACAO

DE UM MONGMIO POR UM POLINOMIO

Usamos a propriedade distributiva da multiplicacdo em relacéo a adicéo.

Ex.: 2a(3x + 4y) = 6ax + 8ay
W

3x(2x — 3y) = 6x% — 9xy

DE DOIS POLINOMIOS

Usamos também a propriedade distributiva.

A

Ex.. (a+b)(x+y) =ax +ay+ bx + by
~~—/

NN
Ex.. (4x +3y)(1 —x) = 4x — 4x% + 3y — 3xy
g

CASOS NOTAVEIS DA MULTIPLICACAO DE POLINOMIOS
QUADRADO DA SOMA

E igual ao quadrado do 1.° termo, mais o dobro do produto do 1.° pelo 2.2, mais o
guadrado do 2.° termo.
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EXx.:
(a+b)?2 =a*+ 2(axb) +b?=a?+ 2ab + b?
Ou
(a+b)?>=(a+b)(a+b)=a’+ab+ba+ b?=a®+ 2ab + b?

Ou
a+b

(a+b)*> = (a+b)(a+b) Xa+b
+ba + b? +
+a%+ ab
+a? + 2ab + b?

QUADRADO DA DIFERENCA

E igual ao quadrado do 1.° termo, menos o dobro do produto do 1.° pelo 2.2, mais
0 quadrado do 2.° termo.

_(a—b)2=a2—2(axb)+b2=a2—2ab+b2

Ex
Ou
AN
(a—b)>=(a-b)(a—b) =a*—ab—ba+ b*=a*—2ab + b?
—_ 2~
Ou
(a=b)>=(a—b)(a—Db)
a—>b
X a—b
—ba + b? |t

+a® —ab
+a? — 2ab + b?

DIFERENCA DE DOIS QUADRADOS

Ex.. a®> —b? = (a—b)(a+b)

Porque:

(a—b)(a+b) =a?—ab—ba—b?

a? — b?
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Exercicios:

1. Dados os monémios A = —2x?; B = —3x?, calcula:
a) A + B;

b) A — B;

2. Dados os polindmios 4 = x3 —3x2+2 ; B = %XZ —2x +% , calcula:
a) A+ B;

b) A-B;

c) AXB.

3. Efectua e simplifica:
a) ab(2—3a)—4a(ab+b—-1)

b) (x%+ 2)(x + 3x%)

c) (2+3m—n?)(2m—5n+ mn)

1 1 1
4. SendoA=2x+§ ;B:Zx_f ; C = —x?+1, calcula:

a) A%, B? e C?

b) A% + 3B2 — 2(2

5. Efectua e simplifica:
a) (2x +3)%—(2x—5)?

b) (a+1)?Ba-1)—-(a—1)?(a+4)

©) 2(y+5)?-30y-D*-(—-3)(¥+5)
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DECOMPOSICAO DE POLINOMIOS EM FACTORES

1. Asexpressoes a (b + c)eab + ac séo equivalentes.
Como se verificaa 1.2 é um produto e a 2.2 é uma soma.

Quando passamos de uma soma para um produto, estamos a factorizar.
Ex.. a® + abc + a® = a (a + bc + a?) colocamos em evidéncia o a (factor comum)

Ex.: 21a?b + 7ab? = 7ab (3a + b) Como fizemos?

21a’h _ 5
7ab ¢
7ab*

7ab =b

Ex. x2—4=(x—-2)(x+2)

EX.:
(x+3)2-2(x+3)=

factor comum

(—)%
x+3)(x+3)—2x+3)=x+3)x+3-2)=(x+3)(x+1)

(x/—ll’?))(x +3)
(x+3)

1

=(x+3)

2+3) _
(+3)
1

2

Exercicios:

1. 16 — (x? —3)?

2. x3—9x

3. x*(x+1)—-9(x+1)

4, x*-2xy+y?-1
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LEI DO ANULAMENTO DO PRODUTO

Nota:

Um produto é nulo se e so se for nulo um dos factores, pelo menos.

EX:0x5=0 \ 5x0=0

Ou = Disjungéao

Ex.:. (x—4)2x+5)=0
x—4=0 VvV 2x+5=0

x=4 vV 2x=-5
v 5
2
Exercicios:
1. 9x2-16=0
2. x3—4x*+4x=0
3. t24+4t=0
4. 2x+5)(x—-3)=0
5 (5x+1)2-16=0
6. Considera a expressao:

x2-25-3(x—5)
6.1 Decompde num produto de dois binémios.

6.2 Resolve em Q a equacéo que se obtém, igualando-a a zero.

DIVISAO INTEIRA DE POLINOMIOS

Dados os polinébmios A e B em que B > 0, teremos:

Numa diviséo inteira dos polinomios A e B em que este € de grau superior

a 0, pretendemos determinar dois outros polinomios Q e R de forma que:

A | B A- Dividendo

R Q B- Divisor

A=BXQ+R
C- Quociente Em que

R- Resto R=0 V R< graudeB
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Nota:

1. Numa divisdo, o dividendo é igual ao produto do quociente pelo divisor
adicionado do resto.

2. Ser =0, entdo dizemos que o dividendo é divisivel pelo divisor.

=12 33 Na pratica como se efectua: 15 33
—12
3

Verificamos que nao é divisivel, porque r = 3.

Ex.: 125| 5
25 25
0

Verificamos que é divisivel, porque r = 0.

ALGORITMO DA DIVISAO
A

Consideremos os polinémios: A = 2x3 —3x e B = x — 2. Calculemos B
Entéo: 2x% — 3% | x —2

—2x3 + 4x? 2x% + - 2x3 + x = 2x?

0 + x?

Q =2x* r=x?

Ex.:

2x3 —3x%24+2x+1 | x—-2

—2x3 + 4x? 2x2 4+ x +4

0+ x%+2x+1
—x%24+2x

0+4x+1
—4x + 8
0+9

Q=2x*+x+4 r=9
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Ex.:

263 —4x*+0+5 | x+3

—2x3 — 6x2 2x2—2x +6
0 —2x*40+5
+2x%+6x
0 +6x+5
—6x — 18
0-—13

Q= 2x?-2x+6 r=-13

DIVISAO DE UM POLINOMIO PORUMBINOMIO ( x - a)
REGRA DE RUFFINI

Consideremos os polindbmios do exemplo anterior:

A=2x3+4x*+5 e B=x+3

Coloquemos o primeiro, segundo a ordem decrescente de x:
2x3+4x%+...45

Coloquemos o segundo de forma a termos um binémio do tipo x — a:

Sera x+3=x—a ,logoa =-3

Coloquemos os seus coeficientes segundo a sua ordem:

X3 xz x . .
2 +4  +0 45 e 0_a de forma a multiplicar:
Vo
l Teremos:
X 2 -2 +6 —13 R=_13

Q R
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Ex.:

Teremos:
3 _ 2 —
2x 3x“+2x+1 e x-—2 Q=2x2+x+4
R=9

2 =3 +2 +1

Ex.:

Calcular o resto da divisdo de P(x) =2 x3 + 4 x? + 5 por x + 3.
Verifica-se que a = —3.
Entao:
R=P(-3)=2(-3)3 +4(=3)2 +5
=2(=27) +4(9) +5
=—-544+36+5
= —13 R =-13

Nota:
1. Sea =0 = P(x) édivisivel por (x — a)

2. Se P(x) édivisivelpor (x —a)=>a =0

Entao:

METODO DOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Consideremos as expressodes seguintes:
A=x>—-5x4+6; B=(x+5x(2-3x);C=mx?>+(n —3)x+4p

Determinam,n ,p, taisque: A + B = C
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Indiqguemos o que se pretende:

B C
A
(_Q. e A ' A

% ]

(x2=5x+6)+[(x+5)x(2-3x)]= mx*+(n—3)x+4p

1. Desembaracemos 0s paréntesis:
x2=5x+6+2x—3x2+10—-15x) = mx?+ (n—3)x +4p
x2—5x+6+2x—3x2+10—15x= mx? + (n—3)x +4p
2. Somemos os termos semelhantes:
—2x2—18x+16=mx*+ (n—3)x+ 4p

3. 0 1.°membro da Condicao é igual ao 2.° membro.
Entdo, os coeficientes também. Dai que tenhamos:

m= =2 m= —2 m= —2

n—3=-18 n=-18+3 = —15

4p = 16 ng p=4
4

Exercicio:

Determina o quociente e o resto da divisdo do polinémio

2x3—-3x%+2x+1 pelo polinémio x — 2, aplicando:

1. O Algoritmo da Divisao;
2. O Método dos Coeficentes Indeterminados;
3. A Regra de Ruffini.

Resolucao:
1. 24° —3x*+2x+1 lx — 2
—2%2 4 4x> 2x2+x+4
X+ 2x+1
—/2+2x
éx’+1
—4x+8
9

Q=2x2+x+4 r=9

64



2. Se 0 polindbmio dividendo é do 3.° Grau e o polindmio divisor é do 1.° Grau,

entdo o quociente é do 2.° Grau e o resto € zero.

Entao:

Temos de criar uma condicao do tipo:

2x3—3x2+2x+1=(x—2)x (ax?+bx +¢)+d b=dxq+r
2x3—-3x2+2x+1=ax3+bx?+cx —2ax? —2bx —2c +d

2x3—3x2+2x+1=lax3+bx2—2aJ§2+cx—2bx—Zc+d

S — |

2x3-3x?+2x+1=ax3+ (b —-2a)x*+(c—2b)x—2c+d

a=?2 a=2 a=?2 a=2
b—2a=-3 b=2a-3 b=4-3b=1 b=1
c—2b=2 c=2+2b c=24+2c=4 c=4
d—2c=1 d=1+ 2c d=1+8<d=9 d=9
Entdo:
Q=2x*+x+4 R=9
3.
2 =3 +2 +1 Q=2x%+x+4
2 4 2 8 R =
X 2 1 4 9
Exercicios:

1. Calcula os quocientes e os restos de:
1.1 x3*+2x?+1 por x+3
1.2 2x*—-3x—2 por 2x-—1

2. Considera o polinémio P(x) = (k — 1) x3 + 2kx + 3

2.1Determina o polindbmio que é divisivel por x + 1.
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4
Obs.: Aplica o teorema do resto e verifica que k = 3 entao:

4 1 3+24 +3&
3 X 3/*

2.2 Aplica a Regra de Rulffini e chegarads ao mesmo resultado.

N&o te esquecas que R = 0.

3. Determina os numeros a e b de forma que:
3.1 2x3—ax?+ 2x + b se transforme num polinémio divisivel por x — 1 e

que dividido por 2x + 4 dé resto 3.

Obs.: Determinaem x — 1 o valor de x e em 2x + 4 o valor de x, também.

Encontraras:
P(1)=0 Substitui e resolve o sistema.
P(-2)=3 R:a=-3e b=-13

3.2 Aplica a Regra de Ruffini e encontraras valores idénticos.

4. Sem determinar o quociente, calcula o resto de:

P(x)=2x?—x+2 porx—3

5. Considera em R o polinémio x3 — 2x? — ax + 3b

5.1 Determina a e b, quando dividido por x+1 e x—2, d& restos,

respectivamente, 20 e —10.
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EQUACOES

I E uma condicao definida num universo, que relaciona duas :

1 expressodes pelo sinal (=). :
B o e o o S B N B N SN N BN BN BN BN BN BN BN BN BN S

Ex: x+2=2x-7 2x-5-2(x+3)=0

1.°membro 2.° membro 1.° membro 2. membro

Como se verifica, as equacoes tém 1.° e 2.° membros. Estes possuem termos.

Assim:

Na 1.2 equacéo, o 1.° membro tem 2 termos e 0 2.° membro tem também 2 termos.

Na 2.2 equacdo, o 1.° membro tem 3 termos e 0 2.° membro tem 1 termo.

CONJUNTO-SOLUCAO

Ex.: 3x + 2 = 4x

Podemos verificar que 2 € solucdo da equacado. Porqué?

3(2) +2=4(2)
H_} H_}
6 + 2= 8
%_I
8 = 8 Verdadeira

Mas 4 ndo é solucédo da equacgéo. Porqué?

12 + 2 = 16
-

14 * 16 Falsa
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EQUACOES EQUIVALENTES

Duas equacdes equivalentes ligam-se pelo sinal de equivaléncia (<).
Ex. x+ 3 =5 & 5x = 10 Porqué?

Se x = 2,teremos: 2 3=5e5(2) =10
x + e 5(2)

5 =5 10 =10

PRINCIPIOS DE EQUIVALENCIA
PRINCIPIO DA ADICAO

Consideremos o problema:
Trés moedas pesam tanto como duas moedas mais 5 gramas.
Qual é a massa de cada moeda?

Se x = massa, teremos:

I Se adicionarmos ou subtrairmos aos dois membros de uma :

|
1 equac;ao 0 mesmo numero ou expressao, obteremos uma |

~ . 1
: equacao equivalente. -

Entao:
3x - (2x) = 2x-(2x)+5
X = 5

R.: A massa é 5.

Na pratica, poderemos passar um termo de um membro para o outro membro,
trocando-lhe o sinal.

Assim:
N
3x =2x+5
3x-2x = 5
Sealeidl

X =5
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Nota:

Quando uma equacao € composta por termos fraccionarios e/ou termos com
paréntesis:
1.° - Desembaracamo-nos dos paréntesis;

2.° - Desembaracamo-nos dos denominadores.

~ ) —
EX.: 2(x—1)=2"2 1
! 2x — 1
2x — 2 =
@ © 2

22x)-22)=102x-1)
4x -4 = 2x-1
4x-2x =-1 + 4

2x=3  —— po3 e

I - - ) ~
I Multiplicando ou dividindo os dois membros de uma equacédo pelo mesmo

: namero (diferente de zero), obtém-se uma equacéo equivalente. I

| ~ . 1
1 S&o0 as equagdes onde aparecem uma ou mais letras 1
: para além daquela que consideramos incognita. :

EX.:
Consideremos a seguinte equacéao:
3x+3a + b = 7x

Vamos resolvé-la em ordem a x:
3x —7x = —3a-b

—4x = —3a — b
_ —3a—b
—)
3a+b
X =

4
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Resolvemos em ordem a a:
3x+ 3a + b =7x
3a =7x—3x — b
3a = 4x— b

__4x—b
a=73

Ex.: p,q e r representam o numero de moedas do Pedro, do Quim e da Rosa.
Sabe-se que o numero de moedas do Pedro € igual a soma do dobro das do
Quim com o triplo das da Rosa.

Como saber o nimero de moedas de cada um, a partir do nUmero dos outros.

1. Para o Pedro: 2. Para o Quim: 3. Para a Rosa:
p = 2q + 3r —-2q = 3r —p —3r = —p + 2q
2qg = p —3r 3r = p— 2q
—3r -2
q=p2 r=p3q

SISTEMAS DE DUAS EQUACOES DO 1.° GRAU EM DUAS
INCOGNITAS

Equacdes do 1.° grau em duas incognitas x e y sdo as equacdes redutiveis,
por equivaléncia a forma ax + by = ¢, em que a, b e ¢ S&o nUmeros.

Ex.: 4x + 2y =100 a=4%
b=2
c =100

SOLUCAO é um par de nimeros que a verificam.

Nota:

Um sistema é também uma conjuncéo de condicdes.
Ex.:

ax + by =c
ou ax+by=c AN dx+ey=f

dx +ey=f
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RESOLUCAO DOS SISTEMAS
METODO DE SUBSTITUICAO
EXx.:

{x+3y=2 1{ 2{x=2—3y 3.[ x=2-3y
(

x+y=6 x+y=6 2-3y)+y=6 2—3y+y=6
4. x=2—-3y 5| x=2—-3y 6.(x=2-3y 7. x=2-3y
—2y=6-—2 -2y =4 2y = —4 4
y=—§
8. x=2—2y X=2—3y
y=-2 x=2-3(-2)
x=2+6
x =28
x oy
S=(8-2)

METODO MISTO

Ex.:

[x+3y=2] ~1(x + 3y =2)

x+y==6
Y ou seja, multiplicar a 1.2 equacgéo por (—1).

o (=X =3y =2
1. Eliminag&o de uma incognita {/+y=6 i +

0-2y=4
2y = —4

4
y=-5
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2. ApOs calcular o valor de uma incégnita, escolhnemos uma das duas

equacdes e substituimos, nessa equacao, a incégnita pelo valor calculado:
Assim:

x+y =6
x+(=2) =6
X—2=6ox=6+ 2o x=8

x Yy
S=(8,-2)

METODO DA ADICAO ORDENADA

Ex.:
x +3y =2 Multiplicando-se a 1.2 equacao por (—1)
x+y=6

1. Eliminacdo de uma incégnita {—//— 3y = -2
/+ y =6

0-2y=4
2y = —4
4
y=73
y=-2
x+3y=2 x+3y=2
2. Elimina-se a outra incognita —3x —3y =—18
—2x =-16
(-3)
Multiplicando-se a 2.2 2x =16
equacao por (—3) 16
X = 7
X =

x y
S=(8,-2)
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Exercicios:

1. Dois numeros diferem de 5 unidades e o maior é igual ao dobro do menor

adicionado de 10 unidades. Calcula os niumeros:

1.1. Problema em equacéo:

{x—y=5
x=2y+10

1.2. Resolucéo: ~1)

Lot = g = L0920
-y=5 X—y =5
y=-5 x—(=5) =5
x+5=5
x=5-5
Os numeros sao: =5 e 0. x=0

2. A soma de dois numeros € 32 e a sua diferenca € 8. Calcula os nimeros.

3. Um numero é triplo de outro e a soma dos dois é 72. Calcula 0s numeros.

4. Determina dois numeros que diferem de 3 unidades, sabendo que o dobro

do maior excede o menor em 7 unidades.

5. A Teresa tem mais 3 anos que a Isabel e a soma das suas idades é 39 anos.

Quantos anos tém a Teresa e a Isabel?
6. O perimetro de um rectangulo é 100 cm. O dobro da diferenca entre o
comprimento e a largura € igual a 20 cm. Determina o comprimento e a

largura do rectangulo.

7. A soma de dois numeros é 24. Se adicionarmos ao menor a semi-diferenca

entre eles, obteremos a sua semi-soma. Calcula os niumeros.
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SISTEMAS DE TRES EQUACOES A TRES INCOGNITAS

Teremos de recorrer aos conhecimentos anteriores sobre sistemas de equacoes.

Entao:

x+y—2z=3

{Zx—3y+z=1
3x—y—4z=3

1.° Escolhemos duas((za)quagées e eliminamos uma incégnita:

C{]Zx—3y+2=1| {4x—6y+22=2l+
x+y—2z=3 x+y—2z=3

5x =5y =5 12

2.° Faremos 0 mesmo para a 3.2 equacdo e uma das outras:

(2)
S(xty—22=3] {—2x—2y+4z=—6l
+

Bx—y—4z=3 3x —y—4z =3

x—3y= -3 2a

Obs.: Eliminamos sempre a mesma incégnita.

3.° Formamos um sistema com a 1.2 e a 2.2 e resolvemos:

5x -5y =5
dﬁjjx_gs :=_5 {—Sx + 15yy =15 l*’
-5) 10y = 20
y=2
4.° Substituindo o valor y numa das equacdes encontradas, teremos:

x—3y=-3
x—3(2)= -3

x—6= -39x=-3+6x=3

5.° Tomando uma das equacgdes do sistema inicial e substituindo os x e y, teremos:
x+y—2z=3
3+2—-2z=3 -2z2=3-5 -2z2=-22z2=2
S z=1

xX,Y,Z
S = (3,21)
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Exercicios:

1. Resolve os sistemas:

6x +4y =13 + 5z
a) 3x —z=3y-5

xX—y=2z
4x =3z-5
b) y=4
5z
3X—7=y—7

4x —3y+2z=6
c) 2x+5z=y+10

xX+2y—z=-7

EQUACAO DO 2.° GRAU

Consideremos as equagoes:

1) 3x2-2x—-5=0 2)5x2+ x=0 3)2x2—-8=0

Todas as equacdes sao do 2.° Grau em (x) porque 0 maior expoente de (x) é
exactamente (2).
Como se verifica, a 1) tem trés termos, a 2) e a 3) tém 2 termos, cada uma.

Entdo, podemos classificar as equacdes do 2.° Grau em:

1. EquacGes Completas  ax?+bx+c =0
ax?+ bx =0

2. Equacgdes Incompletas A

ax’+c=0
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Em que:
a —» Coeficiente de x?
b — Coeficiente de x
¢ —» Termo independente

Assim:

1. Naequagdo 3x2—2x—5=0

a=3
b=-2
c=-5

2. Naequagdo 5x2+ x =0

a=>5
b=1
c=0

3. Naequagédo 2x2—-8=0
a=2
b=

: Uma equacao do 2.° Grau em x € toda a equacao redutivel a forma :

1 ax?+ bx +c =0, emque a, b e c sdo nimeros reais, mas a # 0. :

Notas:
1. Naresolucédo das equacgfes do 2.° Grau em (x), temos de ter presente que
elas tém de estar escritas na Forma Canonica. Isto significa que todos os

termos tém de estar no 1.° membro e 0 2.° membro sera zero (0).

2. Todas as equacdes do 2.° Grau em (x) podem resolver-se, aplicando a

Férmula Resolvente.

I
ou I
: 2 X a
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Ex.:

5x2+ x =0

x (5x+ 1) =0 aplicando a lei do anulamento do produto vem:
x=0 VvV 5x+1=0

x=0V bx=-1

ou

—B)tJyB)2Z-4(@axc) —-(1)+/D)*—4( x0)
X = =
2 X a 2 X5

_-1+1-40) -1+VI-0 -1++1

X =

10 10 10

-1+1 0

10 10

-1+1
10

X =

10 10 5
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Ex.:

2x2—-8=0
2x% =
8

2 — _

=3

x*> =4

x= +V4
x=2

x= 12 §=1=22}
X =—-2

ou
2x2—-8=0
a=2
=0
c=-8

—(b) £/(b)>*—4(a x ¢) 0%./(0)2—4(2 x(-8))
X = =
2 X a 2 X2

_0+0-4(-16) 0+V0+64 0464
= 2% 2 - 4 "

0+8 8

0+8 < 1z~ 12
x:Tz

0—-8 -8

4 - 1"

-2

S= {22}
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Ex.:

3x2-2x-5 =0

“- —(b) +J(B)2 — 4(a x ¢) —(—Z)i\/(—z)z—4(3x(—5))
b—_ X = =
o= — 2 Xa 2 X3
2+/4—-4(-15) 2+V4+60
X = =
6 6
248 10 5
6 6 3
2+ V64 2+ 8
X = = =
6 6 2-8  —6 )
6 6
s—{ 15}
— 3
Exercicios:

Resolve as seguintes equacdes do 2.° grau:

1. 6x2—=5x+1=0
4
2. 24 _x=5
x% + 3 X
3. 2x*—-5x+3=0
4. 5x%=7x
5. 3y2—-36=0

6. 6x%= —5x

9. ((Bx+ 4)(3x-4) = 7x
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SOLUCOES DE UMA EQUACAO DO 2.° GRAU

1. Como certamente te lembras, quando estudamos as equacdes do 1.°
Grau, verificAmos que elas, guando ndo eram impossiveis, tinham uma raiz
ou solucgao.

2. Como verificamos na resolucdo das equacdes do 2.° Grau, verificamos
gue elas, quando ndao eram impossiveis, tinham duas raizes ou solucdes.

Mas, no caso das equacdes do 2.° Grau, podemos determinar se séo
possiveis ou impossiveis.

Se forem possiveis, podemos saber quantas raizes tém.

Para isso, basta utilizar o Binomio Discriminante que se obtém da Férmula
Resolvente, ou seja:

Bindmio Discriminante

Assim:

1. Se b? — 4ac > 0—> A equacio tem 2 solucgdes (raizes) reais e distintas.
2. Se b? —4ac = 0 — A equacdo tem 1 solucgéo (dupla) real.
3. Se b? —4ac < 0 —» A equacdo ndo tem qualquer solucéo (raiz).

Ela é impossivel em R.

Ex.: s,
Bindbmio = b? — 4ac
2x2—5x—-3=0 = (=5)2—-4(2 x (-3))
~ = 25— 4(—6)
]";:2_5 = 25 + 24
B = 49
c=-3

Como b? — 4ac = 49, entio:
b? —4ac> 0
Logo, a equacao tem duas solucdes (raizes) reais e distintas.
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Ex.: Bindmio = b? — 4ac

9x2 — 24x +16 =0 = (—24)% — 4(9 X 16)
a=9 = 576 — 4(144)
b = —24
o 16 =576 — 576
=0

Como b? — 4ac = 0, entdo:
A equacédo tem uma solucéo (raiz) dupla, real.

Ex.:
Bindmio = b? — 4ac

=(3)2-4(5x1)

5x2—-3x+1=0

a=>5

b=3 =9 —4(5)

c=1 =9 - 20
- _11

Como b? — 4ac = —11, entdo:
b? —4ac< 0
Logo, a equacdo ndo tem solucdes (raizes). E impossivel em R.

Exercicios:

Determina o nimero de solu¢des (raizes), se as houver, das seguintes equacdes:
1. 8x?—4x—-1=0

2. x*—12x=0

1 5
3. Zxt=2-2
2% 3%
4, 10x2% = -1
5. 16x%2+8x=-5

6. 49x%—70x = —25
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REPRESENTACAO GRAFICA

Quando temos um ponto A de abcissa 3, representamo-lo no eixo orientado, como
ja vimos.
A A 3

I — e

01 2 3
Mas um ponto pode ser definido por um par ordenado de valores.

Xy Xy
Ex.:. A (1,3) > Coordenadas B (—2,—-4)

Como representa-lo num grafico?

1. O 1como é sabido representa a abcissa;
O 3 vai representar a ordenada.

2. Construimos um sistema de eixos perpendiculares representando o
Horizontal (x,x") o eixo das abcissas e o vertical (y,y") o eixo das

ordenadas. y
y —» Eixo das Ordenadas
54
44
3+-+ A(L3)
1
24 1
1
1+ : x' 0 ¢ X
1 1 | 1 T T Eixo das Abcissas
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
x' -54-3@-20 1 2 3 4 5
|
1 -2 T
1
L 3T Y
B(—2;—4) - -4 Eixo das Coordenadas
y' Ou

Referencial Cartesiano
Vamos supor a equacgéao seguinte:

I—-------q
|x+y=3:

| I ———-

Como vamos representar?
1.° Preparamos uma tabela, resolvemos a equacao em

ordem a uma das incognitas e atribuimos-lhe valores:

A yZS_T —— ——
y: = X ’
y=3—0=3 -1 X x -5 -4 -3 3 4 5
y=3-1=2 0 3

1 2
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GRAFICO DA APLICACAO

2

X X" =y 54
1 1
2 | 4 f:R—R T
0 0 N\ T
1 1 x2 '\ 2T :
2 4 I LN A
1 1 1 1
——— I
x 5 -4 -3 -2 1 1 2

O grafico representa uma Parabola.

EQUACOES DO TIPO x? =k

Ex.:
X’=4=x2-4=0

x—2)(x+2)=0
x—2=0 V x+2=0

x=2 V x=-2

Ou entéo:
X’ =4
S x = i\/Z =
Sx=2 V x=-2
INTERVALOS DE NUMEROS REAIS
——  Aberto (0) A Direita x[
> ou<
A Esquerda 1x
Intervalo e
de —
N.°s Reais A Direita x]
Fechado (@)
>ou< .
A Esquerda [x
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I o . ) ~
I Nos infinitos (40 ou -0 ), 0 intervalo € sempre aberto por ndo serem

. .
| humeros reais.

Ex.: Intervalo Aberto a Esquerda

A={xeR:x > —1}

I T xe ]—1; 4+oo[
I
—0 -1 0 +o0
Ex.: Intervalo Aberto a Direita
B={xeR:x < —1} x €)oo —1[
< ©
i
—® -1 0 + 00
Ex.: Intervalo Fechado a Esquerda
C={xeR:x = -1}
> x €[—1; 400
I |
| |
—@ -1 0 400
Ex.: Intervalo Fechado a Direita
D={xeR:x < -1}
< I x €]—o0; —1]
|
| |
—0o -1 0 + 00
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Ex.: Intervalo Aberto & Esquerda e Fechado a Direita

E={xeRix >—-1ANx <2}

< @
© > xe]|—1;2]
—
—® -1 0 1 2 +o0
Ex.: Intervalo Fechado a Esquerda e Aberto a Direita
F={xeRx > —-1Ax<2}
< Q xe[—1;2[
T | |
| | |
—o0 -1 0 1 2 + o0
Ex.: Interseccdo para a Direita
G={xeRix = —1A x <2}
o0—>
- x €[2;+oo[
I | |
I | I
— -1 0 1 2 400
Ex.: Interseccdo para a Esquerda
H={xeRix < -1 Ax<2}
+“—©0
x € |- 00; —1]
< D)
—
—o0 -1 0 1 2 400
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Ex.: Sem Interseccao

I= {xeRix < -1 Ax=>2}

< T x€e]—00; —1]U[2;+00[
| |

Nota:
Como o zero nao é positivo, nem é negativo, temos:

Em R¢ = [0, +oo[
Em R* =]0,+oo|
Em Ry =]—,0]
Em R™ =]—o0,0[

EmR = ]—o0,+ o]
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: E o conjunto dos valores da variavel, para os quais a !
Lexpresséo tem significado no universo considerado. 1

Ex.: Em R, a expresséo vx — 2 s6 tem significado se x — 2 > 0.

Entdo:x—2 >0 x>2 xe€[2;4+00[

Ex. 3x+1 s6temsignificadose4—x #0 ©x # 4
47X Do (xeRi4 —x #0}=R\{4)

Se atendermos a que:
A(x)
B(x)

=0=Ax)=0

Teremos para todos os valores de x da equacao:
D= {xeR:B(x) #0}
Notas:

Na resolucado das equacdes racionais fraccionarias, teremos em consideracao:

1.° Determinacao do Dominio;
A(x

C) _,,
B(x)

3.° Determinagé&o dos zeros de A (x).

2.° Reducédo da equacédo a forma

EX.: x2—2x 1
x—1 x—1
x% —2x i+ 0 x?—2x—x+1+1 0 x> —3x+2
= — = L = s -
x—1 x—1 x—1 x—1
(1) x-1 (@
D={xeR:x—1 # 0} =R\{1} 341 4
2 2
, 3+4v9—-8 3++V1 3+1
x“—3x+2=0< = =
2 2 2
3-1 2
Vemx=2Vvx=1 2 _5_1

Destes dois s6 0 2 € solucédo, porque 1 ¢ D. Logo, S = {2}
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xX—2 X —
EX:31l-x)————=1-x©3-3x——-1+x=0¢&
3 3 3 (31’) @ 3 @

9-9x—x+2—-3+3x —7x+ 8 .

= 3 =0<=>T=O como 3 # 0 entao
8 ~

—7x+8=0 -7x=—-8<7x=8 x=§ Entdo, D =R

Ex. (x—-1Dx%*+1)=0
x—1=0VvVx2+1=0
x=1vV x2=-1
x=1V x = +V/-1—> Impossivel

S={1}

Ex. (Bx+1Dx?>?-3x-10)=0
3x+1=0 VvV x2=3x—-10=0

3+7 10
3+v94+40 3++49 3 +7
2 2 2
3—7_—4_ )
2 2
1
x=——=V x=5Vx=-=-2
3
s=f-2-L:s]
- ) 3!
Ex.:
1 1 2x2 1 1 2x2
0

+ = o + - =
x—1 x+1 x2-1 x—-1 x+1 x2-1
x+1 (x—=1 (1)

x+1+x—1-—2x2 0 —2x% 4 2x 0
= S =
x2 -1 xZ2—1

D={xeR:ix?—1 # 0} =R\{-1; 1}
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2’ +2x=0o2x*-2x=0=2x(x—-1)=0&

2x=0 Vv x—1=0

_0
*=2
x=0 v x=1 S = {0}
Ex.:

5+x2_0 D={eRix+3+0}=R\{-3}
x+ 3

54+x2=0 x?=-5 x=+/-5» Impossivel

Exercicios:

1. Resolve em R;:

4+ x
1.1 =2

5—x

5

x4+ 3

1 1 5
1.3 = =

x+x+4 x2 + 4x
14 6x 4 X X

x%2—9 3—x=x+3

2. Determina o Dominio em IR:

x—3
2.1 (x—4)(x +8)

R: (x—4)(x+8)+0
x+4V x+-8
D = R\{-8,4}
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1—+vx
2.2 —
R: x—4>0&e x>4
D = 14, +oo[
2.3 1
V5 —x
R: 5—x>0—-—-x>-5© x<5
D:]—OO,S[
2.4 vx +1
(x+1)(x%2-4)
R: x+1>0©x>—-1A x+1#0Vvx?—4+0&
ox=2-1Ax#-1V (x—2)(x+2)#0
X+2 V x+-2
R . D = ]-1,2[U]2, +oo]
-1 0 1 2
25 2x
x2—3
Ri x2_3500x2-(V3) >0 (x—V3)(x+V3) >0
x=V3>0 A x+V3>0 VvV x—V3<0 A x++/3<0
x>V3Ax>-V3 VvV x<V3 A x <—V3
> v <
: |
V30 NG V3 0 3
x>\/§ x<_\/§

D= ]—00, —\/3_’[ U ]\/§ +00[
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INEQUACOES

INEQUACOES

: Sao condi¢des que relacionam expressdes por meio :

I dos sinais (>) ou (<), num dado universo. :

Ex.:

x+2 <5 3x—2

>7x+ 3

L J L J

1.2 membro 2.2 membro \ T
1.2 membro 2.2 membro

Nota: Como se pode verificar, tal como nas equacfes, as inequacdes possuem
membros e estes sdo constituidos por termos.

SOLUGAO

E um valor do universo que a satisfaz.

Nota: De uma maneira geral, uma inequacdo em R possui infinitas solugdes.
Por este motivo, para representar o seu conjunto solucdo, recorremos a

intervalos de nimeros reais.

Ex:x+2 <5 Como resolver?

1. Usaremos os principios estudados aquando do estudo das equacdes.
Assim:

x <5-2ex <3 Verificamos o0 qué?

2. Que todos os valores de x inferiores a 3 sao solu¢cdes. Mas o 3 néo €, por

Isso, sera excluido.

3. Como representamos essas solugbes?
< 9
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Ex.:

3x—2

14
Z—7x+3<:>3x—22—28x+12(:>3x+28x212+2<:>31x214<:>x23—1
¢y} (CONNC)!

v

=
=
+

8

31

14 N

— 400
X € 31’

Atencao: Neste caso, a solucdo 14 também satisfaz, logo € incluida, por isso
31

o intervalo nesse ponto é fechado.

INEQUACOES COM MODULOS

Ex.: Quais os pontos que distam da origem menos de trés unidades?

Verificamos que séo os pontos que tém abcissas —3 e 3.
Como representar o problema?

Entao:
—-3< x<3o xe€]-33]
Ex.:

o\

x—3<2 A x—3>-2
x<2+3 A x>-2+3
x<5 A x>1

A

O
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Ix—3l\

x—3>2 vV x—3<-=-2
x>24+3 v x<-2+3
x>5 v x<l1 ; —

4
fa )}
9
v

Exercicios:

1. Determina em R, o conjunto-solucdo com a forma de um intervalo de
nameros reais.

1.1 x-1 x+1<2(x—5)

3 2 4

x—1
1.2 T>3(x+1)

1
1.3 2x+3(x+5)>§

2. Determina em R, o conjunto dos valores de x para os quais:

x—1
2

-3(x+1)e

2.1 Positiva;
2.2 Negativa,;
2.3 Menor ou igual a 5.

3. Determina em R, sob a forma de intervalo de nimeros reais, 0 conjunto-
solucéo de:
3.1 |2x+1|=5
3.2

|—2 +1|>5
z 2

7
|2—§(x—3)|> 2
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4. Determina sob a forma de intervalo de R o conjunto solucdo das

condicdes:
x—1 3 1
4.1 ——x—2<-=A-2>-
2 2x <2 > —-3x+3
3 +1<x—1<x—1
—7x — 3 x x+1
43 — _<1- A —— 2,5 —
5 < 3x 3 > <25—x

SISTEMAS DE DUAS INEQUACOES

Notas:

1. Naresolucdo de um sistema de duas inequacodes, resolvemos uma de cada
vez.
2. Um sistema pode apresentar-se de duas formas diferentes:

Ex.:
5(x—2)>3x—6
Ou 5(x—2)—3x—6 Ax+4<3x—-8 2
(€8] A

x+4<3x—8

Entdo resolvamos pela forma: (2)
5(x—2)>3x—-6 AN x+4<3x-8
5x —10>3x—6 AN x—3x<-8-4
5 —3x > -6+ 10 AN —2x< =12
A

2x >4 2x =12
x>ﬁ A x>E

2 -2
x>2 5 A x=>26 S,

S=5NnS,={xeRix>2 A x=>6}

@
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Ex.:

3(x+2 2(x—3
c+2) A 2x—3)
3
3x+6 2x— 6
>x—1 A 3

SEENON @

1(3x + 6) = 4(x) — 4(1) A
3x+6=>4x—4 A

3x —4x > —-4-6 A

—x >-10 N —x< -3
x <10 S, A x>3

<

<x-—3

< x-3

©ONE)
1(2x — 6) < 3(x) —3(3)
2x—6<3x-9
2x —3x<-9+6

S2

S=5nS,={xeRix>3Ax<10}

v

Exercicios:

3 x€]3,10] 10 t*®

Resolve os sistemas de inequacdes, representando o conjunto-solugéo sob a

forma de intervalo de nimeros reais:

1. { x+2>3
2x—1<3—x

2. 2x—-1)<xAx-32x-5)<0

3. x+1<1
4 -3
x+5 x
2_
3 2
4. 3—2x
dx —5=>2xN3 — z <x
5. 15y > 5
y 14y
S——>-1
5 2
2—3
6 3y—(y—1)>3A y_3 Y

2
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Ex.:

2
2x+3>5<:>2x>5—3<:>2x>2<:>x>§<:)x>1

S={xeRix>1}

x €1, +oo]
@ >
i
Ex.:
2x+2 3x-—3
2 > 5 S 12x+2)220Bx—-3)=2x+226x—6 & 2x—6x=>—6—2
€Y} (2) 8
<=)—4x2—8<=>4x§8(:>xsz(=>xs2
T S={xe Rix <2}
| |
—Q0 (I) ! 2| _l_oo xE]—OO,Z]
Ex.:
2x+3>5 3x+2<8
2x >5—-3 3x<8-2
2x > 2 3x<6
>2 <6
X > x_3
x>1 x< 2

S=5nS,={xe Rex>1 A x <2}

A

v
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Ex.:

2x—32=5 AN 3x—2>-8
2x >25+3 A 3x>-8+2
2x > 8 A 3x>-—6
x2§ A x>—9

2 3
x=4 5 ANox>=2 Ss

S=5nS,=xeRix=>4Ax> -2}

v

Ex.:

@
| |
T T
) 0
X € [4,+oo]
2x —3<5 A 3x —2< -8
2x <543 A 3x—2<-8
2x < 8 A 3x < -6
<8 A < 6
X > x < 3

S=5nS,={xeRix<4Ax<-2}

A

)
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Ex.:

2x +3 <5 AN 2x—22=22
2x <5-3 AN 2x=2+2
2x <2 AN 2x =4
x<E A x>f

2 — 2
x<1 & A x=2 5

S=5nS,={xeRix<1Ax=>2}

A
B

X €]—00,1] U[2,+oo]

INEQUACOES FRACCIONARIAS
INEQUACOES DO TIPO A(x).B(x) > 0ouA(x).B(x) < 0

1. A(x).B(x) > 0 @{ A(x) >0 v { A(X) <0

A 0

2. A < 0@{;(%):(;’ ! {B((;)):O
A [+ [ - + .
B(x) + - - +
AX).B(x) | + + - -

Ex.:
1. x+3)(x—2)>0

x+3>0 A (x —2) >0 Vx+3<0 Ax—-2<0

x>-3 N x>2 V x < -3 ANx<2
—> —
_ =
—0 3 0 2 400 —c .3 0 2
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x+3 -1 0]+ +
x =2 o 0
(x +3).(x =2) +

(@]
!
(@]
+ [+ |+

Como pretendemos (x + 3).(x — 2) > 0, teremos:
-0, =3[U]2, +oo]
2. (x+3)(x—-2) <0
x+3>0 A x—-2<0 V x+3<0 A x—-2>0
x > =3 AN x <2 vV x <-3 AN x> 2
Pelo quadro acima referido, teremos:

(x +3) (x —2) < 0entdo, sera |—-3,2[

INEQUACOES DO TIPO (4x/Bx) >0 e (Ax/Bx) <0

A(x) A(x) >0 Ax) <0
1. e e
B(x) B(x) >0 B(x) <0
A(x) A(x) >0 A(x) <0
2 Goo<o ¥ oo
B(x) B(x) <0 B(x)>0
A(x) + — + _
B(x) + — — +
A(x)
B(x) * * - -
EXx.: 1)
2 2 2—x%—x x2+x—2
=>x e -x 20— >2 0 ——<
x+1 x+1 x+1 x+1
@ D
Entéo
2 < 2 —_ 2>
x*+x—2<0 AN x+1>0 VvV x*+x—-2=>0 ANx+1<0

x—-1D.x+2)<0 Ax+1>0 V (x—-1).(x+2)=20 A x+1<0

x—=120Ax+2<0Vx—-1<0Ax+220V(x—1)=20Ax+220Vx—-1<0Ax+2<0
Ax+1>0 ANx+1<0
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Vamos determinar 0s zeros:

x—1=0o x=1
x+2=0x=-2
x+1=0oox=-1

X —0o0 -2 -1 1
x—1 — — — — 0 +
x +2 — 0 + + + +
x+1 - - - 0 + +
xz-l-—x—Z — 0 + s/s 0 +
x+1

Ex.: 3
=0
2x+ 3
3
2x+3>0<:>2x>—3=>x>—§
@
| | |
— o | I I
3 0
2
s=]-5+
= |—— [o'e}
2’
Ex.: x—1
>
2 —3x

Zeros:x—1=0ox=1

2
2—3x=0<:)—3x=—2<:)x=§

2
X — 00 —
3
x—1 — — -
2—3x + 0 —
-1

=2
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Exercicios:

1. Resolve em R:

11

1.2

1.3

1.4

1.5

>
(x—=3)4+x)

1
—>X
x

0
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TRIGNOMETRIA
TRIGNOMETRIA

1. \/144;\/143;\/2675;\/8725;\/475,3;\/24,32

TEOREMA DE PITAGORAS

Num tridngulo rectangulo, o quadrado da hipotenusa é igual a soma dos
guadrados dos seus catetos. Determina a medida da hipotenusa.

C
[CA] L [AB] = A =902 - Recto
Cateto —p» <—— Hipotenusa
[ i o -
I 2 _ 24 .2 -
A cateto B L__E__E_ti___:

Ex.:

Num triangulo rectangulo as medidas dos seus catetos sdo de 3 e 4 cm,
respectivamente. Determinar a medida da hipotenusa.

1 ¢
AB =3cm h? =c? +c?
AC =4cm h? =42 + 32
A \ CB=?  h*=16+9
=25 h=V25&h=5
A 3 B

2. Calcular AC

C _
BC =5cm  h? =c? + c?
AB = 3cm 5% =32+ ¢?
AC =? 25 =9+ c?
c’?=25—-9=c’=16c=V16oc=4%
A B

3. Calcular MP
P
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4. Calcular AB

C
12
6
A 7?7 B
TANGENTE (TG)
A tangente de um angulo é igual ao quociente do cateto oposto pelo cateto
adjacente. =00 e ———— -
: cat. oposto !
tga =——— |
: cat. adj :
o e o o o o e e ol
Ex.:
C L o h o cat. oposto
AB = 2cm 9¢="at. adj
3 AC = 3cm ~ AB
N tgc ==
tgc =7 AC
2
A - B tgc = 3
tgc =0,6=0,7
COTANGENTE (COTG)
A cotangente de um angulo é igual ao quociente do cateto adjacente pelo cateto
oposto.
TP T
cat. adj.
: cotga = ) :
: cat. oposto
o e o o o o e e ol
Ex.:
C ~ cat. adj.
cotgc =————
cat. oposto
3 AB =2cm _AC
— cotgc==——=
AC = 3cm AB
~ N 3
A 2 B cotge=7 cotge=y
tgc=1,5
Nota: corge

A cotangente e tangente sao fungées inversas.
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SENO (SEN)

O seno de um angulo é igual ao quociente do cateto oposto pela hipotenusa.

[ 1
I cat. oposto. 1
I sena =——m
I hipoten. 1
L e I
Ex.:
— ~ cat. oposto 2 _ .2 2
¢ AB =3cm senc= hi otelr)lusa " cre
_ P h? = 4?2 + 32
AC = 4cm AB
4 R sen ¢ === h?=16+9
senc="7 BC
3 h? = 25 < hV25
sen ¢ =-—
A 3 B 5 h=5
senc = 0,6

COSENO (CO0S)

O coseno de um angulo € igual ao quociente do cateto adjacente pela hipotenusa.

I cat. adj [
I cosa=—
[ hipotenusa
S a4
Ex.:
C
_cat. adj.
* AB=3cm " °° T hipotenusa = h*=c*+c?
-~ yVal 2 _ A2 2
AC = 4cm . AC h=4“+3
As B 2 TR h?=16+9
cosc="7 A =
cos ¢ =z h? = 25 & hV25
cos¢ =10,8 h=5
Notas:

1. Atangente de um angulo agudo € igual ao quociente do seno pelo coseno

e o e .
do mesmo angulo. : Sen a
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2. A cotangente de um angulo agudo é igual ao quociente do coseno pelo
seno do mesmo angulo.

¢ _ cos a :
Exercicios: L Ot T g :
1. Considerao triangulo: 77 B
Se:
P -
PM = 8cm
MN = 6cm
senP =7
cosP =7
tgpP =7
M N cotg P=?
2. Considera o triangulo:
B Se:
tgh=>
§5=73
cos B?
sen B =?

A C

3. Considera o triangulo rectangulo em C:
tg A= 0,6 e um dos catetos mede 3cm.
Calcula:

N
senA=?;cos§ =7?

ANGULOS COMPLEMENTARES

Dois angulos dizem-se complementares quando a soma das suas amplitudes
for igual a amplitude de um angulo recto = 90°.

A
A+B+C=180°
A+90+ C = 180°
A+C=180-90
A+C =90°

B C

Logo, 4 + C = 90° - Ae € s&o angulos complementares.

1. O seno de um angulo € igual ao coseno do seu complementar.



Ex.: Se:
a = 30°
sen 30° = cos(90 — 30)

sen 30° = cos 60°

2. O coseno de um angulo é igual ao seno do seu complementar.

; cos a=sen(90 — ) :
Ex.: Se: ST ”
a = 45°
cos 45° = sen(90 — 45)

cos 45° = sen 45°

3. Atangente de um angulo é igual a cotangente do seu complementar.

Ex.: Se:
a = 35° IRt A aRerd
tg 35° = cot g (90 — 35)
tg 35° = cot g 55°

4. A cotangente de um angulo € igual a tangente do seu complementar.

Ex.: Se
a = 20° N
j cotga=tg(90 —a)
cot g 20° = mmmemem———— < tg (90 — 20)

cot g 20° =tg 70°
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FORMULA FUNDAMENTAL

e e e e e e e e e e e e £ e e I
e L e
: sen’a + cos’a =1 I
o e e o KA
o o o o .64— S -
: sen’a = 1 — cos®«a I ! cos’a =1 — sen’a I
- | - |

sen*a+cos’a=1

sen®30° 4+ cos?30°=1

sen 30° =
1 2
(—) +cos?30°=1
2
°_9 1
cos 30° =1 —+co0s?30°=1
cos? 30° =

NOCAO DE ANGULO

ANGULO POSITIVO

E o angulo gerado, no sentido contrario ao movimento dos ponteiros do reldgio,
por uma semirecta rodando em torno da origem.

OA — Lado origem
OB - Lado extremidade

O angulo representa-se por (OA, OB).
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ANGULO NEGATIVO

E o angulo gerado no sentido do movimento dos ponteiros do relégio, por uma
semi-recta rodando em torno da origem.

MD — Lado origem
MC — Lado extremidade

O angulo representa-se por (MD, MC).

ANGULO RASO
Angulo positivo ou negativo = 180° ou —180°.

¥y OA — Origem
| OB — Extremidade
B 0 A O angulo representa-se por (0A, OB).

- OB — Origem

/\' OA — Extremidade

| O angulo representa-se por (0B, 0A).

ANGULO GIRO
Angulo positivo ou negativo = 360° ou —360°.

Notas:

Estas convencdes permitem considerar angulos positivos superiores a 360° e
negativos inferiores a — 360°.

Consideremos um referencial ortogonal. Qualquer angulo do plano pode colocar-se

em posicao normal em relacdo a este sistema de eixos.
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Isto é:
- Vértice na origem;

- Lado origem coincidente com 0 semi-eixo positivo dos xx.

Nota:

Em vez de medida ou amplitude de um &ngulo a , dir-se-4& somente angulo a.

280 4 120
@ €1.°Q

BE2.°Q
- §€3.°Q

H“ighh ¥ €4.°Q

320 42 ()

Nota: O angulo dir-se-a do 1.°, 2.9, 3.° ou 4.° quadrantes conforme o seu lado

extremidade se situe no 1.2, 2.2, 3.° ou 4.° quadrante.

Analisemos novamente:

90°
A —270°
A

2° 1°

180° /'\a

> 0°=360° —180° > 0° = —360°

30 4°

270° —90

Nota: A expressao geral da amplitude dos angulos, que tém o mesmo lado origem
e 0 mesmo lado extremidade é:

I a+nx360° | n €z
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Ex.: Tém o mesmo lado origem e 0 mesmo lado extremidade:

750° e 30° Porqué? 750 |.360
a = 30° 030 2
750° = 30 + 2 X 360° = 30 + 720 = 750° ¥
Angulo n)
750° é do 1.2 Quadrante do1.°Q.
Ex.:
1982° 1982 [360
182 5
¥
Angulo n)
do3.2Q.
Entao:
1982 = 182+45(360) = 13241800 = 1982
Ex.:

—265° +360° =95° € 2.2Q

SISTEMAS DE MEDIDA DE ANGULOS
SISTEMA SEXAGESIMAL - GRAU

Nonagésima parte de um angulo recto.

1 60" =>1 - do grau
° = = = —
60 g
L do minut tanto —— d
"= 60" Ca— 0 minuto e portanto —— do grau porque:
1 607" =>1 0 p 3600 g porq
1 1 1

60 60 3600
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SISTEMA CENTESIMAL - GRADO

Centésima parte de um angulo recto.

1
= : *=— dogrado
19 =100"= 1" = g

1
1g = 100" = 1" =

- 1
160 do minuto e, portanto,
10000

do grau porque:
1 1 1
X =
100 100 10000

SISTEMA CIRCULAR - RADIANO

b
g O radiano é o angulo tal que qualquer circunferéncia descrita
com centro no seu Vértice é intersectada pelos lados do
referido angulo segundo um arco que, rectificado, é igual ao
4 @ raio com gue foi descrito.

4 a, b é um radiano se AB = 04 (raio)

Como se calcula:

medida de um radiano /Té

medida de um ang. giro comprimento da circunferéncia

Como AB =r vem:

med.radiano _ T _ 1 551q0e 2 7r 6 0 comprimento ou perimetro da

360° T 2mr 2w

circunferéncia.

Entéo:
Um angulo giro (360°) = 2r radianos.

Logo:

(o]

360° = 2 wrradianos > w = = 180°

] 400
400g = 2 nradianos = © = - = 200g

o

360
1 radiano = ( = ) = 57°1'45" (aproximadamente)

400
1 radiano = 5.9 = 63966 20" (aproximadamente)
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PASSAGEM DUM SISTEMA PARA OUTRO SISTEMA

Usamos a férmula:

Ex.:

S - Sexagesimal (°)
C - Centesimal (g)

[ - Circular (radiano)

Calcula nos sistemas sexagesimal e centesimal > o radianos.
6

1. Como:

2. Como:

s 1
180 7
5
S &
180 #
900
$ =180 X = = — = 150°
6
c 1
200 T
5
C _glf
200 A

5
C =200 X i 166,6666

C =166g66 66"
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Ex.:

Calcula nos sistemas sexagesimal e circular as medidas dos angulos 75,45g.

1. S _ ¢ C = 75459

180 200
S 7545

180 200
S = 180 X 7545 _ 67,905° = 67°54°18"
200 7V B

2. c l

200 =
7545 |

200 T
- 75,45 X

500 = 0,37725m radianos = 1,19 radianos

Ex.:
Calcula nos sistemas centesimal e circular as medidas do &ngulo de 32°.
S =32°

1. S C

180 200

32 C
180 200

C= 32x200 _ 6400
~ 180 ~ 1800

= 35.55¢

2. S

l
180 =
32 I

T

180

_32m_ 8

=180 = En radianos = 0,57 radianos
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GEOMETRIA
GEOMETRIA

MEIO PROPORCIONAL

7z

Meio proporcional entre dois numeros é um dos meios de uma proporcao
continua, onde esses nimeros Sao 0s extremos.

AB 4B x

EF x EF
x.x = EF X AB
x2 = EF X AB

Nota

Ex.:
Determina o meio proporcional entre 12 e 3:
12 «x
x 3
x?=12x%3
x? =136
x +36

X=6Vx=-6y

Determina o meio proporcional entre 20 e 5:

20_x
x 5
x2=20x%x5
x% =100
x ++v100

x=10 v x =—-10y
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QUARTO PROPORCIONAL

Quarto proporcional de trés nimeros dados é o quarto termo de uma proporgcao
onde aqueles numeros sdo, por ordem, os trés primeiros termos.

Ex.:

Determina o quarto proporcional dos numeros 12, 3 e 4:

12 4
3 x
43
S
12
T2

x =1, — Quarto proporcional & 1.

Nota: Se a proporcdo for continua o quarto proporcional chama-se terceiro
proporcional.

Ex.:

Determina o quarto proporcional entre os niumeros 12 e 6.

12 6 (6 continuo)
6 x
6X6
ST
36
=12

x = 3//— Terceiro proporcional

1. Num tridngulo rectangulo, a altura relativa a hipotenusa € meio
proporcional entre os segmentos que nela determina.

C
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2. Num triangulo rectangulo, qualquer cateto relativo a hipotenusa &
meio proporcional entre a hipotenusa e a sua projecéo sobre ela.

C
C

ic 7B ic _TB
4B 4D CB (D

3. Num tridngulo rectangulo, a altura relativa a hipotenusa € quarto
proporcional entre a hipotenusa e os dois catetos.

C
CA _CEB
AE BD

A

BISSETRIZ DE UM ANGULO

Bissetriz de um angulo é a semi-recta que o divide em dois angulos
geometricamente iguais. A

Bissetriz

Eixo cie Simetria

Se 0X - Bissetriz do <AOB = AOX = <« BOX

Se 240X = <« B0OX = 0X é Bissetriz
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Notas:
A recta que contém a bissetriz de um angulo chama-se eixo de simetria.
0_X Se 0X € R = 0X é Bissetriz

JAO0X = < BOX

Qualquer ponto situado na bissetriz de um angulo € equidistante (tem a mesma
distancia) dos lados desse angulo.

P_RSe(Q € 0X = PQ =0R
M _NSeS € 0X = SM =SN

0 = Onde comeca a semi-recta

CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia é o conjunto de todos os pontos do plano situados & mesma
distancia de um ponto fixo (centro) do mesmo plano.

Circunferéncia

. » Centro

CiRCULO

Circulo € o conjunto de todos os pontos do plano limitados interiormente pela
circunferéncia.
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CORDA

Corda € um segmento cujos extremos séo pontos da circunferéncia.
?

RAIO

Raio € um segmento que mede a distancia entre o centro da circunferéncia
e qualquer um dos seus pontos.

DIAMETRO

Diametro € a maior corda que passa pelo centro da circunferéncia e a divide

em duas semi-circunferéncias iguais.

l D=2xR |

Nota:

A medida de um didametro é sempre igual ao dobro da medida de um raio.
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ARCO

Arco é uma porcao de circunferéncia limitada por dois pontos da mesma
circunferéncia ou pelos extremos de uma corda, ou pelos lados de um angulo

Arco B A
ArcoDC
Arco EF

BA

be Amplitude ou Medida
EF

Nota:
A amplitude de um arco é dada em graus ou grados.

A relacdo “ser geometricamente igual” no conjunto dos arcos de uma
circunferéncia goza das seguintes propriedades:

1. Reflexiva
4B =BA
2.Simétrica

Se 4B =BC = BC ~AB

3. Transitiva

Se AB =BC ABC =TD =AB =TD

Nota:

Dois arcos sdo geometricamente iguais se tiverem a mesma amplitude.
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ANGULO AO CENTRO

Angulo ao centro é o angulo que tem o vértice no centro da circunferéncia.
A sua amplitude é igual a amplitude do arco compreendido entre os seus lados.

<A 0B = E angulo ao centro

A0OB=14R
Se 4B = 80°
AO0B = 80°

80°

Nota:

A amplitude de uma circunferéncia € igual a 360°.

Ex.:
N\
Se BA = 290°
AOB =27

360° — 290° = 70°
AOB = 70°

Sistema Centesimal
90° 100g
70° X

100 x 70
*= 79
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ANGULO EXCENTRICO

Angulo excéntrico é o angulo cujo vértice ndo coincide com o centro da
circunferéncia.

<A CB - E angulo excéntrico

Nota:

: Se duas circunferéncias tém raios iguais, elas sdo geometricamente e :

Lreciprocamente iguais. I

CIRCUNFERENCIAS CONCENTRICAS

Circunferéncias concéntricas sdo as circunferéncias que tém o mesmo centro,
mas tém raios diferentes.

R#R

Nota:

Numa circunferéncia, ou em circunferéncias iguais, a angulos ao centro iguais
correspondem arcos iguais e reciprocamente.
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ANGULOS ADJACENTES

Angulos adjacentes s&o os angulos que tém o mesmo vértice e um lado comum.

C

—» Lado Comum

< ABC A <« DEC

Sao Adjacentes

A B
A yértice

— Lado Comum

0 — Vértice

4 AOP n « ROP Séo Adjacentes
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1. A soma das amplitudes dos angulos internos de um triangulo é sempre igual
a 180°.

2. A soma das amplitudes dos angulos internos de um quadrilatero é sempre
igual a 360°.

ANGULO INSCRITO

1. Angulo inscrito é o angulo que tem o vértice num ponto da circunferéncia

e os lados sao duas secantes da mesma circunferéncia.
B

160°

< ABC — Angulo Inscrito
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A sua amplitude (medida) é igual a metade da amplitude do arco
compreendido entre os seus lados.

: :
N\
| =— 1
I 2
N — 1
Se:
N AC = (360° — 300°)
CB = 140° . ac
. ABC = — AC = 60°
BA = 160° 2
. . 60
ABC =? ABC =—
ABC = 30°
Ex.:
Se B = 45°
a0 =2 45° x 2 = 9Q°
AC = 90°
Ex.:
Se:
CB = 150°
N\
BA = 140°
Determina:
ABC e AOC
—
P AC — o (o]
ABc=2%  AC= (360°—290°)
2
AC = 70°
s =22 Angulo ao centro logo, a
2 Aoc = ﬁ?—> medida do arco é a medida

ABC = 35° A0C = 70° do angulo.
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2. Dois angulos inscritos no mesmo arco sao iguais.
D C

o

~_  AB

141)13 ==-EZ-
ADB = ACB

BT

14613 ==-EZ-

3. Todo o angulo inscrito numa semi-circunferéncia é recto. Logo, a sua
amplitude € igual a 90°.

[AB] é diametro

X ACB é inscrito

ACB = 90°

o

CB ==
. 180°

ACB = —

ACB = 90°

180°

ANGULOS EX-INSCRITOS

Angulo ex-inscrito tem o vértice sobre a circunferéncia, a qual é interceptada
por um dos lados e pelo prolongamento do outro lado.

i
1
1
I
|
i
]
1

140°

125




I' A sua amplitude é igual & semi-soma das amplitudes dos arcos compreendidos|
l entre 0s seus lados e os prolongamentos dos mesmos. |

Ex.:
Se:
BA = 100°
AD = 140°
ABC =7
M ou
~ BA + DB ~ ~
ABC = — ABC = (180° — ABD)
100° + 120° ABC = (180° — 70°)
ABC = — "~ ~
2 ABC = 110°
ABC = 220°
2
ABC = 110°

ANGULO COM O VERTICE NO INTERIOR DA CIRCUNFERENCIA

A sua amplitude é igual & semi-soma dos arcos compreendidos entre 0s seus
lados e os prolongamentos dos mesmos.

N T i

I AB+CD |

| APB = -

2

! J

I’ """"""" I

I

I . CD+AB

I DPC = I

| 2 |

I

A J.UU“ E L ———————————— -l

Ex.:
Se: . [P — 100450
BC = 110° Determinar APB =? -2
H2 = 100° i =12
oanN o o~

CD =50 APB = 75°
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ANGULO COM O VERTICE NO EXTERIOR DA
CIRCUNFERENCIA

A sua medida é igual a semi-diferenca das amplitudes dos arcos
compreendidos entre os seus lados.

C — Vértice no exterior da
circunferéncia

Ex.:

Se:
AF = 100°
DB =1 4B

DB = 50°

Determina:

ACE =7

100° — 50°

ACE =
2
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ANGULO DE UM SEGMENTO

Angulo de um segmento é formado por uma corda e pela tangente num
dos extremos dessa corda.

T [TP]—> E tangente em B

ZABT A <ABP __, Sé&o angulos de um
segmento

A sua medida € igual a metade do arco compreendido entre os lados.

Qualquer tangente que toque num extremo de um raio, ou de um diametro,
forma com eles angulos rectos.

[AB] é Diametro

[TP] é Tangente em B
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Ex.:

180 110°

[AB] é diametro
[PQ] é raio
[AQ] é corda

OB = 110°

Determina a amplitude de cada angulo
interno do A [APQ].

Se AQ = 70° Entdo P = 70°

Se OB = 110° Entdo A = 55°

0 = 180 — (70° + 55)

a) Determina as amplitudes dos &ngulos internos do A[ACB].
b) Determina a amplitude do «BAD.

a) A=60°
B = 75° 180°
C=45°

b) A amplitude do «BAD é 120° € um angulo ex-inscrito.
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RELACAO ENTRE ANGULOS EM RECTAS PARALELAS

Se tiver um sistema de rectas paralelas cortadas por uma secante
(transversal), obtenho angulos iguais e também angulos suplementares.

4 3
s 8( 5
7 6
Secante

1=3 [
le?2 -

2=4 Sao
2e3 ]

. 5=7 verticalmente
3e4 Séo
R 6=8 opostos
le4 angulos —
5e8 suplementares
6e7 3=8 Séo
5¢6 4 =5 alternos e
7e8 — internos
2=7 Séao 2=~5
Sao
1=6 alternos e 1=8
— angulos
externos 3~6
correspondentes
4 ~7

—
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AREAS DE SUPERFICIES PLANAS

QUADRADO
Tem os lados iguais, paralelos dois a dois e perpendiculares entres si.
D C
| L
A=4x?
{ ou
A= {2
90®
A B
PARALELOGRAMO
Tem os lados iguais e paralelos dois a dois.
Rectangulo Obliguo

C D

i

Altura ]

(a) !

1

1

1

base (b) B

SUPERFICIE = COMPRIMENTO x LARGURA
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TRIANGULO

AREA

base

BASE x ALTURA
2

LOSANGO OU ROMBO

(D) Diagonal Maior

(d) Diagonal Menor

DIAGONAL MAIOR X DIAGONAL MENOR

2
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TRAPEZIOS

RETANGULO
D b C
N o 1
B+ b i
1 _
N — Mediana | A=——Xa :
a e -
A B B
BASE MAIOR + BASE MENOR
B= Base Maior AREA = >
b = Base Menor
a = altura
m = mediana
, = - -
ISOSCELES : _B+b !
I ™M=z
D C [ 1
b
-__6_1_17_-02)_ MEDIANA = BASE MAIOR-;BASE MENOR
B
B
ESCALENO
jm————————
C 1 A=mxa |
| U S I
_Mediana (m)
AREA = MEDIANA x ALTURA
B
B B

Notas:

1. O trapézio tem dois lados paralelos chamados bases (Base Maior e Base
Menor) e dois lados néo paralelos.

2. Mediana é a linha que une o meio dos lados ndo paralelos. A mediana
determina-se pela semi-soma das bases.

3. O trapézio isdsceles tem os lados nao paralelos iguais.
4. A férmula de calculo da Area de qualquer trapézio € igual a:




POLIGONO REGULAR

Poligono regular tem os lados todos iguais.

Pentdgono — lados

Hexdgono — » lados

lados

5
6

Heptagono ——» 7 lados
Octégono _—__, 8
9

Enedgono —» lados

Decdgono —» 10 lados

PENTAGONO
A
=—Xa
B E : 2 p :
i
: » Apétema (ap)
]
]
]
: , PERIMETRO
: AREA = x APOTEMA
C D 2
Notas:

1. O apotema é igual a medida do segmento de perpendicular baixado do
centro do poligono para o meio de qualquer um dos seus lados.

2. O perimetro determina-se somando as medidas de todos os lados.

CIRCUNFERENCIA

mw= Pi=314
0 Raio (1)

Circunferéncia

— | PO=2.mr |

PERIMETRO DE UMA CIRCUNFERENCIA = 2 x PI x RAIO
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Nota:

A circunferéncia nunca tem area, por se tratar de uma linha.

CciRCULO

0 Raio (1)

AREA DO CIRCULO = PI x RAIO AO QUADRADO

SECTOR CIRCULAR

SECTOR CIRCULAR

ARCO DE AB

AREA =
360°

X PI X RAIO AO QUADRADO

Ex.:
Observa a figura que representa um hexagono regular.
E D
Se DC = 8cm
8 cm
— 1 _
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Calcula A (Area) = ?

FA P=6x8
ap = —
2 P = 48cm
8
— P
ap—z A=E><ap
ap=4cm 48
A=—Xx14
2
A=24%x4
A=96cm2//
Ex.:

Sabendo que o diametro de uma circunferéncia mede 10 dm, determina:
a) Perimetro dessa circunferéncia.

b) Area do circulo.

5dm

10 dm

a) Perimetro da Circunferéncia
P @ =2XTXT
P()=2x314x5
PO=314dm,

b) Area do Circulo
A@) =mnxr?

A@ =314x5°
A@® =314x%25
AD =1785dmZ,
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AREAS E VOLUMES

PRISMA

PRISMA TRIANGULAR

E

Veértice
/¥. Base (b)
D C

1
1
1
1
1
I
i
i ——» Aresta Lateral (al)
1
1
Face +—— i
1
ih - Altura do Sélido (h)
1
i
1
iG
f’€~\
F” E ‘\\\
el iP——~ 1 Base
Al . =l B

Aresta da base (ab)

Nota:

No prisma, a sua altura é sempre igual a aresta lateral.

'At=Al+(2><Ab)=

VOLUME = AREA BASE x ALTURA

137




Ex.:

A figura representa um prisma triangular regular.

AB = 6cm
h=7cm
GP =3cm
At =7
V—')
Al = P Pb = b X a
l bXb b 3 X6 Ab = i
Al =18 %x7 Pb = 18 cm
2 853
Al = 126 cm? Perimetro da base )
A 18
Area lateral ap = =
2
Ab = 9 cm?

Area da base

At = Al + (2 X Ab)
At =126 + (2 X 9)
At =126 + 18
At = 144 cm?

Area total

V=AbXh
V=9x7
V = 63 cm?
Volume
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Ex.:

Determina a area total e volume de um Prisma Pentagonal em que:

_ 8
ab = 6cm ap = .
al= 8cm
ap=4cm
1
6 ap = 5 al Apo6tema
al=h=8cm
= — P
Al Pb X h Pb 6 X5 Ab=E><ap
Al = 30%x8
Pb = 30cm _ 30
Al = 240 cm? Ab =—-x4
Area Lateral Perimetro da Base Ab =15 %X 4
Ab = 60 cm?
Area da Base
At = Al + (2 x Ab) V=Abxh
At = 240 + (2 x 60) V=60x8
At = 240 + 120 V = 480 cm?
At = 360 cm? Volume

Area total
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CILINDRO DE REVOLUCAO

Um cilindro de revolugéo é gerado por um rectangulo quando se tem o lado
maior como eixo e se roda 360°.

A sua altura tem a mesma medida que a sua geratriz.

0

e e [
WH Geratriz(g)
h i h=g
A P B
Fo———————— 1
I Al=2m.1r.g !

VOLUME = 3,14 x RAIO? X GERATRIZ
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Ex.:

A figura representa um cilindro de revolucao.

AB = 6dm
h=8dm
]
A - B At =7
D
h=g V=2

At =2nr (g +71)

At =2 x 3,14 x3(8+3)
At = 6,28 x 3(11)

At = 6,28 x 33

At = 207,24 dm?

V=mnrlg
V=314x3*°x%x8
V=314xXx9x%x8
V =28,26 X8

V = 226,08 dm?
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PIRAMIDE

V—» Vértice

Apotema (AP)
\Y

P Apotema (AP)

B P C

As faces de uma piramide sdo sempre triangulos e as alturas desses
triangulos chamamos Ap6tema da piramide.

AREA LATERAL= PERIMETRO BASE X APOTEMA

AREA BASE x ALTURA

VOLUME = 3
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Ex.:

A figura representa uma piramide quadrangular regular.

BC = 4cm
b} C
VP = 8cm 4cm
L |
—4
At=7 Ap=8cm
V =? & B
Pb=4X4 Ab = [?
- Pb x AP
B 2
Pb=16cm Ab = 42
Al =16 X 82
Perimetro Base Ab = 16cm?
Al = 128
2 Area Base
Al = 64cm?
Area Lateral
At = Al+ Ab
At = 64 + 16
At = 80 cm?
Area Total
Ab X h h? = C2 + C2 \
V=
3
82 = 22 + (2
_ 16 x 7,7
i 64 = 4 + 2 h 8
V = 41,06cm3 —c2=4—64
Volume —c?2 = —60 0O 5
c? =60 Alturah
c = V60
c=+77cm




CONE DE REVOLUCAO

Geratriz (g)

AREALATERAL = 2 X PI X RAIO X GERATRIZ

ARFATOTAL= AREA LATERAL + PI x R?

PI x RAIO? x ALTURA
3

VOLUME =
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Ex.:

A figura representa um cone de revolucéo.

VO = 8cm =
h

g =8cm

3,14 x 3% x 7,4
3

3,14 X9 x 7,4
3

69,708 cm?

At = 3,14 x 3(8 + 3)

At = nir(g +71)
At = 3,14 x 3(11)
At = 3,14 x 33
At = 103,62cm?
Area Total

|4
|4
|4
|4
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CUBO

As suas faces sdo constituidas por quadrados.

I A
_ AN |, Aresta (a)
Diagonal « T
hY
! \
1 \\
! A
S———— T
4 \
P A
s A
4 A
Aresta (a)
o o o i
Al=4.a%* |

AREALATERAL = 4 x ARESTA?

AREA TOTAL = 6 x ARESTA?

DIAGONAL? = 3 x ARESTA?
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PARALELEPIPEDO

As faces de um paralelepipedo séo paralelogramos

E D
[A]
[
[}
F : ". G
;N
I A1
X \
| \D
| \
X
| !
I !
: *‘ » Diagonal
1 \ c| 8
] A1
1 \
i A
H, !
J')- ------ l"- o C
s A b
’ a \ 3
// \
A 4 B

AREAIATERAL= 2 (ARESTAa X ARESTAc+ ARESTA Db x ARESTA c¢)

e e ———
AREA 2 [(ARESTA a x ARESTA ¢) + (ARESTA b x ARESTA ¢)
TOTAL = + (ARESTA a X ARESTAb)]
____________ Y
: V=Ab xXh :
: V=axbxXc :
D e ]
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Ex.:

A figura representa um paralelepipedo rectangulo.
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ESFERA

4
VOLUME = 3 x PI x RAIO3
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PARTE 2

ESTATISTICA
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ESTATISTICA

O que se entende por estatistica?

I - - . I
1 E o estudo das caracteristicas comuns dos elementos de um conjunto. Parte-

: se da observacao de conjuntos de elementos. :

A Estatistica foi buscar os seus elementos aos agrupamentos humanos. Dai os
conjuntos se designarem por Populacédo ou Universo Estatistico., e os elementos
se denominarem Individuo ou unidade estatistica.

I N . T : "
1 Populacdo ou Universo Estatistico € o conjunto de elementos, sobre os quais |

| se faz o estudo estatistico. :

i = : o ~
1 Individuo ou Unidade Estatistica é cada um dos elementos da populacdo ou :

| Universo Estatistico. !

Finito — se tem um numero finito de elementos
O Universo Estatistico

pode ser: Infinito — se tem um nUmero infinito de elementos

Universo Finito: todos os elementos do conjunto sdo observados.

Universo Infinito: Apenas uma parte dos elementos do conjunto sdo observados.
Generaliza-se ao todo as conclusdes do estudo parcial.

Nota:

I
| Seincidirmos a observagéo a uma parte de Populag&o ou Universo Estatisticos, |
| teremos uma amostra. |

I Caracter Estatistico: é a propriedade que se estuda ou observa nos elementos |
I de uma populagao. :

B Qualitativos — se 0s valores ndo sdo nuMmericos.

Os caracteres Ex: cor das portas; raca; cidade; etc.

odem ser: Quantitativos — se os valores sd0 numéricos.

Ex: o peso; a idade; a altura;
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: Variavel Estatistica: € uma caracteristica (caracter) quantitativa. I

: Dado Estatistico: é o valor que a variavel assume. I

 Discretas — se 0 dominio é um conjunto finito ou numeréavel.

EXx: ndmero de elementos de um grupo.

As variaveis

— e

podem ser: ) L _ . _
Continuas — se o0 seu dominio & um intervalo de niameros reais.
Ex: a altura dos alunos.

Exemplos:

1. As alturas dos jogadores duma equipa de futebol de saldo estdo

representadas no quadro seguinte

Jogadores

Alturas (m)

1

1,80

1,83

1,90

1,73

gl ||

1,75

Nota:

Entao classifiguemos:

Populacao: {jogadores}

Varidvel Estatistica: altura.

Unidade Estatistica: cada um dos jogadores.

Dado Estatistico: altura determinada de cada jogador.

I A variavel (altura) € continua porque pode ter qualquer valor no intervalo de 1
I

| variacao.

L o o o o o o o e e e e ]

2. Suponhamos que queremos agrupar os alunos duma turma tendo em conta
0 numero de elementos de um agregado familiar.

Entao:

Teremos:

Populacao: {alunos da turma}.

Variavel: numero de elementos do agregado familiar

Unidade: cada aluno.

Dado: o numero de elementos do agregado familiar de cada aluno.

P . . L
: Neste caso a variavel (nimero de elementos do agregado familiar) €

Nota: : discreta porque pode tomar valores inteiros. 1
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FREQUENCIAS

[ e EEEEEEEEEmmmm—— |
: Frequéncia Absoluta (F;) — € o nimero de vezes que cada caracter estatistico :
Laparece repetido. I

Em termos gerais:

A frequéncia absoluta F; do valor x;. E o nimero de individuos de uma populagéo
para as quais a variavel estatistica toma o valor x; .

Ex.:

Consideremos uma turma de 25 alunos cujas notas na disciplina de Matemética
foram as constantes no quadro seguinte:

(o]
N.© de Notas
alunos
5 10
10 12 . .
5 14 Podes verificar que a nota 12 € a que se repete
3 16 mais vezes. Corresponde a 10 alunos.
1 18
1 20

Assim: A frequéncia absoluta da nota 12 é 10.

. . , . A .
I A Frequéncia Relativa (f;) — € nos dada pelo quociente entre a frequéncia I

1 absoluta e o nimero de individuos da populacéo. :

=TT T I f; — frequéncia relativa
I . = — I A .
/i n F; — frequéncia absoluta

n — numero de individuos da populacao
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Considerando o quadro anterior verificamos:

F; =10 n=25
_ 10 ou 2 ou fi=04
f1_25 f1_5

Em termos gerais:

A frequéncia relativa f; do valor x; é o quociente entre a frequéncia absoluta F; e
o numero de individuos da populacao.

I Frequéncia Acumulada (£) — até um dado valor da varidvel € a soma da I
: frequéncia_absoluta ou da frequéncia relativa desse valor com os valores |
: anteriores.
[ =4

Nota
|- ——————————————————————————————————————————————— -
1 Podemos determinar duas frequéncias acumuladas: :
I I
: JF;  Frequéncias absolutas acumuladas. :
! I
: 2f; Frequéncias relativas acumuladas. :
L o o o o o o e e - Jd

Para melhor interpretacdo do que atras foi dito, consideremos o seguinte quadro
respeitante a uma turma de 30 alunos e os niveis de aproveitamento na disciplina
de Matematica.

Vamos estabelecer a ordem dos niveis de forma crescente de 1 a 5.

. N.°de
Nivel Alunos
1 2
2 5
3 15
4 5
5 3
-

30
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Vamos elaborar o guadro de distribuicdo das frequéncias:

Valores da A Frequéncias N Frequéncias
Variavel Frebquelnmas Absolutas Freqlue_nuas Relativas
Estatistica Absolutas Acumuladas Relativas Acumuladas
X; F; —» IF; fi 1 Xf;
1 ) ) 2 _ 1 1
— 30 15 | 15
5 1 7
2 5 7 7 = L —
30 6 ; 30
15 1 11
3 15 7 22 = L] _
30 2 ; 15
4 5 27 s 1A 2
30 6 10
1
5 3 30 i=_ 1
30 10
Somas 30 1
Exercicio:

Num conjunto de estudantes fizemos um inquérito, tendo como objectivo o
seguinte conhecimento:

altura de cada um;
numero de irmaos;

distancia da escola a casa,
namero de pessoas do agregado familiar;

estudos;

profissdo que deseja ter.

1. Indique o Universo Estatistico e a Unidade Estatistica.

Quiais as variaveis estatisticas?

3. Quais séo as variaveis continuas e as discretas.

Resolucéo:

1. Universo estatistico — conjunto dos estudantes isto é {estudantes}.

Unidade estatistica — cada um dos estudantes.
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2. Como a variavel estatistica € quantitativa, teremos:

0 ndmero de irmaos
distancia de Escola a casa
numero de pessoas do agregado

Caracter

Variavel Estatistica {
Quantitativo

familiar
Variavel Estatistica { Caracter - estudos
Qualitativo - profissdo que deseja ter
3.
Variaveis continuas [
| - altura de cada um
Intervalo de niUmeros reais - distancia da escola a casa

Variaveis discretas

- ndmero de irmaos
- numero de pessoas do agregado
- familiar

{} Infinito numeravel :

Exercicio:

As temperaturas maximas registadas em diversas cidades foram:
8;6;,12;9;8;7;9; 11, 10, 8; 7; 10, 9; 7; 9; 6; 12; 11, 5, 9; graus.
1. Qual é a variavel estatistica e a populacdo desta distribuicdo?
2. Elabore o quadro de distribuicdo de frequéncias.

3. Quanto cidades ficarem com temperatura maxima abaixo de 9° e quantas

atingiram pelo menos a temperatura de 9°.

Resolucéo:
1. Populagéo — {cidades}

Variavel estatistica — temperatura maxima.
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2. Quadro:

Temperatura | Contagem F; ZF, fi Zf.
maxima ' '

5 1 1 1 1 1

20 20

6 11 2 3 Z 2

20 20

7 n 3 6 3 6

20 20

8 n 3 9 3 92

20 20

9 Hy 5 14 S 14

20 20

10 Il 2 16 2 16

20 20

11 I 2 18 2 18

20 20

12 11 2 20 Z 20

20 20

Somas 20 20 1

Sao 20
cidades

n =20

3. Verificando a coluna F; ou ), F; temos 9 cidades com temperaturas inferiores

a 9°,

Entdo 20 — 9 = 11 cidades que atingiram pelo menos os 9°.
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REPRESENTACAO GRAFICA

Suponhamos serem:

{x1, %3, x5...x,} valores de variavel estatistica.
e

{F,, F,, F5...F,} valores das frequéncias.
Como:

Distribuicéo estatistica — € o conjunto de pares do produto  x X F em que:

x = {xq1, X2, X3... X} e F={F,F,F;...E} ,teremos:

x XF = {(x1;F1)ﬁ (xz'Fz)' (x3'F3)""'(xann)}

Dada a circunstancia de a cada par ordenado corresponder um ponto no plano,
€ possivel representa graficamente qualquer distribuicdo estatistica.

DIAGRAMA DE BARRAS

Se considerarmos um dos exemplos anteriores podemos construir o grafico:

Ex.: vejamos 0 quadro seguinte:

A

F

Notas de | Frequéncia
Mateméatica | Absoluta
(F) 6
7 1
8
9
10
11
12
13
14
15
17
18

RIRIN (== o uT| U1
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Notas:

1. Se os pontos de coordenada (x, F) forem unidos, nas suas extremidades
obteremos o_poligono de Frequéncias.

2. Estes diagramas sdo especialmente utilizados quando as variaveis sdo
discretas (numeraveis).

HISTOGRAMAS

Nota:

1. Estes graficos usam-se, especialmente, quando as variaveis sdo continuas.
Por isto devemos agrupar os seus valores em classes (Intervalos de numeros
reais).

Ex.:

1. Ao verificar os resultados do diagnéstico, o professor da disciplina de
matematica constatou:

Notas de | Frequéncia
Matematica | Absoluta (F;)
55-64 1
6,5-74
7,5-8,4
8,5-9,4
9,5-10,4
10,5-11,4
11,5-12,4
12,5-13,4
13,5-14,4
14,5-15,4
15,5-16,4
16,5-17,4
17,5-18,4

R (O|OIN|R (R |wW D [ul|w |

55- 65- 75- 85- 95- 10,5-115-125-13,5-14,5-15,5-16,5- 17,5 X
64 74 84 94 104 114 12,4 13,4 144 154 164 17,4 184
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2. As notas estédo agrupadas em classes com amplitude de um valor.

3. Se unirmos os pontos medios superiores dos rectangulos obtemos o poligono
de frequéncias.

Ex.:

2. Os milhares de quildmetros, percorridos durante um ano pelos empregados
duma firma estao representados no quadro seguinte:

Km N. ° de
percorridos | viaturas
(milhares)
[40,45] 5
[45,50[ 10
[50,55[ 9
[55,60[ 8
[60,65] 4

12

47.5

10

v

37.5 40 - 44 45-49 50 - 54 55 -59 60 - 65 67.5 x

162



DIAGRAMAS DE SUPERFICIE

Consideremos a seguinte observacdo: “Num inquérito feito aos alunos duma
turma (30 alunos), sobre o nimero de irmaos de cada um, obtivemos os resultados
expressos no quadro seguinte: “

N.°de Frequéncia
irmdos | Absoluta (F;)

0 4

1 8

2 10

3 5

4 2

5 1

DIAGRAMA CIRCULAR OU GRAFICO DE SECTORES

Nestes diagramas as areas sao proporcionais as frequéncias. Usaremos o circulo
e consequentemente a circunferéncia cuja amplitude € como sabes de 360°.

Neste caso, cada angulo ao centro determina-se fazendo corresponder o numero
total de alunos a 360°. Depois calcula-se os valores correspondentes a cada uma
das frequéncias absolutas.

Assim:

30 —— 360° 4 x 360 360
= =4 X——= 4X12 = 48°

4 —— x ¥ =730 30

Entao:
a 4 corresponde 4 x 12 = 48° - 0irméaos
a 8corresponde 8x12 =96° - 1irméo
a 10 corresponde 10 x 12 = 120° - 2irméaos
a5corresponde 5x12 =60° - 3irméaos
a 2corresponde 2 x 12 = 24° - 4irmaos
a lcorresponde 1x12=12° - 5irméaos

Daqui, com a ajuda de um transferidor marcamos os angulos:
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NUMERO DE IRMAQOS
12°

24°
60”

DIAGRAMA RECTANGULAR

5| 4 0 3 1
I I I I I

PICTOGRAMAS

Nota:

Neste tipo de representagdo grafica, as frequéncias absolutas sdo apresentadas
por desenhos semelhantes entre si e de areas ou volumes proporcionais as
frequéncias correspondentes.

Assim:

1. Se dois comprimentos homélogos estdo na razdo de 1 para 2, as suas areas
estdo na razao de 1 para 4 e os seus volumes estdo na razao de 1 para 8.
Porqué:

2 2 3 3
a 1U2 Se 1U2 Se 1U2
It L8

2. Podemos reproduzir o mesmo desenho em nimero de vezes proporcional
a sua frequéncia absoluta.
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Ex.:
1. Apresentaram-se a um exame 50 alunos. No resultado final verificou-se:

e 20 dispensaram na oral
e 20 foram admitidas a oral

e 10 reprovaram.
O
Se convencionarmos que um desenho deste tamanho /I\ representa 5 alunos, o

plctograma sera:

0000
Admitidos /|\ NN 4 x5 = 20 alunos
N AN A
Dispensados {/I\ /IVI\ /I\ 4 x5 = 20 alunos
AN AA N
Reprovados { N /|\ 2% 5= 10 alunos
Ex.:

2. A producéo de trigo no Alentejo, em milhares de toneladas, nos anos 80 a 85
séo de:

1980 — 40
1981 — 50
1982 —— 60
1983 — 55
1984 —— 60
1985 — 70

Como representar um pictograma:

80
70
60
50
40
30

20

Milhares de Toneladas

10

80 81 82 83 84 85 anos
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Exercicio:

Feito um inquérito, a 500 pessoas, sobre os programas da televisdo que mais
admiram, obtivemos os resultados referidos no quadro seguinte.

Construa um gréfico de sectores.

Programas Pessoas a 500 pessoas 360°
T.V. (Fp) P u
Desportivos 50 Entao:

Musicais 25 360 18000
Filmes 300 500 —— 360¢ _ _ _
Concursos 100 50 x x =50 500 500 36

Informacéo 25 360
ou X — = X 0,72 =

Daqui:

25 x 0,72 = ;300 x 0,72 =
100 x 0,72 = ; 25%0,72 =

® |nformacdo
5% = Desportivos

10% Em Percentagens:

Musicais
0 a 100 360° x=10%
® Concursos 2% u
20% X 36

36° = 10%

72° =20%

18° = 5%

18° = 5%

216° = 60%

Filmes 100%

60%
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Feito o estudo das informagfes estatisticas utilizando quadros e diagramas é
necessario reduzir os dados de forma a tirar conclusoes.

Assim aparecem-nos dois tipos de parametros.

Centralizacao

Esses parametros

e
podem ser de:

Disperséo

Média Aritmética

Os parametros de Média Aritmética Ponderada

centralizacdo sdo Mediana
Moda

Intervalo de variacao

Os parametros de Desvio médio

dispersdo sd0: | variancia

Desvio-padrao
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MEDIA ARITMETICA OU MEDIA ARITMETICA SIMPLES (x)

De n numeros reais (observacgoes) x,,x,,...,x, € 0 numero real que se obtém
através do quociente entre a soma desses valores e 0 seu numero n.

Entdo:

I— ______________ - ---n----l
| 5= X1+ x4 +xy, : ou : jmpxi |
' B I n I
l— ———————— n o ol L ______ 3

Ex.: As idades dos alunos de uma turma sao:
18, 19, 22, 23, 20, 16, 17, 25, 24, 26

Determina a idade médias dos alunos

oo Bz X n=10
Qe
184194224+ 234+204+16+17+254+24+26 210
X = 10 = 10 = 21 anos

MEDIA ARITMETICA PONDERADA OU MEDIA PESADA (%)

De n nameros reais (observacao) x,,x,,...,x, aos quais se atribuiram pesos
(coeficientes de ponderacgao) p,, s, ---, Pn, € 0 NUMero real que se obtém dividindo
pela soma dos pesos a soma dos produtos dos n nimeros pelos respetivos pesos.

_ P1Xp + PrXot . PpXy : I i=1Pi Xi

I |
12 e i o I L i=1Di

Ex.: Um atleta executa 5 exercicios com um coeficiente de dificuldade diferente e
cuja pontuacao é de 0 a 10 cada um.

O juri considera, como indice de dificuldade a cada um dos exercicios de acordo
com o quadro:

Exercicio Dificuldade
1¢ 1
2° 1
2 2
2 3
2 4

Os pontos que o atleta deteve em cada prova foram: 10,10;8;8;9;

Qual foi a pontuacédo média ponderada?
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Entao:
Pesos: 1;1; 2; 3; 4.

_ 1><10+1><10+2><8+3x8+4><9_10+10+16+24+36_96
B 1+41+2+3+4 B 11 11

=l

=8,72...~= 8,73

Mas:

Se, alguns dos valores X1, X2,..., X, forem iguais, podemos associa-los. Entédo a
média aritmética € calculada assim:

:wmk<n

1. XwnX2---, Xk sdo valores distintos da variavel.
2. F,F,,... F, sdo as respetivas frequéncias absolutas em que
n= Fl +F2++Fk

3. As frequéncias sao aqui 0S pesos.

Ex.: Um aluno no final do seu curso obteve as classificacbes constantes de
guadro.

Disciplinas Notas
Portugués 12
Inglés 13
Integracéo 12
Matematica 15
Fis. Quimica 14
O.G. Empresas 12
T. L. Program. 12
S.E.A.C. 14

Calcular a classificacdo média.

4><12+1><13+2><14+1><15_ 48+13+28+15_104

=1
8 8 8 3

X =
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MEDIANA

De um conjunto de numeros (observacdes) apresentados por ordem crescente ou
ordem decrescente de grandeza é:

1. O valor central das observacdes se estas sdo em numero impar;
2. A média aritmética dos dois valores centrais se as observagdes sdo em
namero par.

Ex.:

1.Consideremos o seguinte quadro:

Variavel (x) Freq.
Absoluta (F)
2

v (W [N |-
o |w

Facamos a contagem:
Temos:

2vezesol

3vezeso2 ¢ coloquemos os dados por

4vezes03  grdem crescente:
5vezeso4

lvezeso05

Entdo: 1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5
\ J \ J

1 1

7 dados 7 dados Nmero impar

15 dados
Mediana

(valor central)

3 é a mediana da distribuicéo

2. Suponhamos que encontramos 0s seguintes valores para uma distribuicéo:

11 21 21 31 3; 4; 4; 4‘, 5, 5
Ry ) W
4 dados 4 dados 10 dados

NUmero par

Valores Centrais
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Entao:

mediana _ ﬂ =35
2 )
MODA

De um conjunto de observacdes é o valor da variavel estatistica que tem uma
maior Frequéncia Absoluta.

unica
A moda pode ser ou

multipla

Notas:

Quando os dados sao agrupados, a classe de maior frequéncia chama-se classe
modal.

Ex.: Se analisarmos os exemplos anteriores aquando do célculo da mediana
verificamos:

1. A moda é 4 porque é a variavel que teve maior frequéncia absoluta.

2. A moda é 4 porque € a variavel que teve maior frequéncia absoluta.

Exercicio:

Um aluno no fim do curso obteve as classificacdes seguintes:

Port. Ing. Integracdo | Mat. F.Quim. | Geo. Des. Des. Tecnol.
12 13 12 15 14 12 12 14

1. Calcule a classificacdo média:

_ 4Xx12+13+2x14+15 104 @
X = = =

8 8

2. Calcule a classificacdo mediana:

Dispondo por ordem crescente; temos:

12,12,12,12,13,14, 14, 15
\_Y_} \_Y_}

M_12+13_25
T2 2
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3. Qual é a moda:
A moda é o valor mais frequente. Entdo a moda é@

PARAMETROS DE DISPERSAO OU MEDIDAS DE

INTERVALO DE VARIACAO

De um conjunto de observacbes € a diferenca entre 0s valores extremos da
varidvel num conjunto, isto €, a diferenca entre 0 valor méximo e o valor minimo.

Ex.: observemos o quadro seguinte das distribuicdes x e y:

x 5 30 | 80 | 110 | 175
y 60 | 70 | 80 | 90 | 100

1. Calculemos key

x|
Il

5+30+80+110+175 400 @

5 G
. 60+70+80+90+100 400
Y= 5 =75 @

Verificamos que as duas distribuicées tém a mesma média, i. é:
X =79 =280
2. Se determinarmos a mediana, verificamos que € a mesma:

Md(x) = Md(y) =(80)

3. Calculemos o intervalo de variagcdo de cada uma:

Ix =175 =5 @
Iy = 100 — 60 @

1. A disperséo na distribuicdo de variavel x € maior do que a na variavel y.

Conclusao:

2. A média e a mediana € mais significativa em y do que em x.
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DESVIO MEDIO
DESVIO EM RELACAO A MEDIA

E a diferenca entre cada valor x; e a média aritmética x.

DESVIO MEDIO

E a média aritmética dos médulos dos desvios em relacéo a média.

U TN N N N N M S SN N N RN M M M M RN N NN EN Em Em Em Em 0 [ T TH SN OEm S Em e e e I
1 —x —x —5 1 n .
1 dm — |x1 xl + |x2 x|+---+|xn xl 1 ou : dm — i=1 |xl xl |
: n : I n I
e e e e e e H U J
Nota
[ e e e ———— a2
I Se os dados da distribuicéo estdo agrupados, a férmula a utilizar sera: :
b e e e e e e e e e e e e e e e e e e e -
1 Z Fi |xl - Xl |
dm =
| n 1
U J

Sendo x; o valor central de cada uma das classes.

VARIANCIA OU FLUTUAGAO
E a média aritmética dos quadrados dos desvios em relacdo a média:

1
: V — (x1 - f)z + (x2 - f)z‘l' - +(xn - f)z : ou : V _ Z?=1(x1 - f)z l
I n ! I n I
e e e e e ——_—_——_——_——_——_,_, _! U J
Nota

I— ————————————————————————————————— =

1 No caso de dados agrupados a férmula a utilizar sera: :

e o o o o o o i o e e e 4
: V= LFEQ(i—%)" 1 x éo0valor central de cada uma das classes.
I n I
U J
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DESVIO PADRAO

E a raiz quadrada da média aritmética dos quadrados dos desvios em relacdo a
média.

e ] ToTEETmEmEmm—————— 1
1 1 |
| Gty — B2+ (y — )2+... (xp — B2 | ou | YL (g — D)2
1 dp = 1 i dp = |
| n | | n |
L Lo !
Notas:

1. Se verificarmos bem o desvio padrdo € a raiz quadrada positiva da variancia.

2. No caso de dados agrupados, a formula a utilizar sera:

x; € o valor central de cada uma das classes.

Exercicios:

Um aluno no final do curso obteve as seguintes classificacdes:

Port. | Ing. Integ. Mat. F.Q. O.G.E. Al TLP. | S.EA.C.| HS.T
12 13 12 14 14 14 13 15 14 16
1. Calcule:

a. A mediana e a moda.
b. A média aritmética.
c. O desvio padréo

Resolucao
a. Calculo da mediana:

12,12,13,13, 14,14, 14, 14, 15, 16
l—Y—J

\/
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b. Céalculo da moda:
moda= 14

c. Calculo do desvio padréo:

1.° Calculo da média aritmética

2Xx12+2x13+4x14+15+16 24426456 +31 137
10 N 10 10

2.2 Célculo dos médulos dos desvios:

112-13,7]=17 —> 1,7x2=34
113-13,7]=07 —> 07x2=14
|14 —13,7]=03 —> 03x4=1.2
115-13,7]=13 —> 13x1=13
|16 —13,7] =23 ——> 23x1=23

3.9 Calculo da variancia:

2X1,724+2%x072+4%x032+1x13%2+1x2,3?

2%2,89+2x049 +4x0,09+1,69+529 578+ 0,98+ 0,36 + 1,69 + 5,29

- 10 - 10
14,1
=70

=141

4.° Célculo do desvio padrao:

dp =141 = 1,187 ...
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PARTE 3

CALCULO VECTORIAL



178



CALCULO VECTORIAL
CALCULO VECTORIAL

SEGMENTO ORIENTADO

> »

Um segmento orientado € determinado por um par ordenado de pontos.

Origem
Elementos de Direccao
um Segmento Sentido

Comprimento ou modulo

Origem —A

Direc¢cao— a mesma da recta suporte

Sentido— de A para B

Comprimento ou médulo— AB

Representa-se por [AB]

CASO PARTICULAR: SEGMENTO ORIENTADO NULO

[AA]

Tem origem A

Direccéo e sentido indeterminados
Comprimento - nulo
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SEGMENTOS EQUIPOTENTES

Tém a mesma direccdo, 0 mesmo sentido e 0 mesmo comprimento.

Nota: Dois segmentos orientados nulos sdo sempre equipotentes.
2 Q

o <

[A,B] é equipotente a [C,D] AB //CD- Direcgao
<= Sentido [AB]=Sentido [CD]

[A,A] é equipotente a [C,C] AB = CD

Nota: Ao0s segmentos orientados dizemos que séo Vectores Aplicados.

VECTOR LIVRE

Tem uma direcgéo, um sentido e um comprimento.

v

> Vector livre (i ouAB)

Nota: o vector nulo - 0 tem direccdo e sentido indeterminados e comprimento
nulo.

SOMA DE UM VECTOR COM UM PONTO

Dados um vector @’ e um ponto P

* S
-

Q

A soma de Pcom @ = M talque PM = @

M=P+douM—-P=ad

Se @d= 0, tem-se: M=P+0
M=P
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ADICAO DE DOIS VECTORES

Dados @ e b

L PROPRIEDADES

COMUTATIVA
b i+b=b+ad
ASSOCIATIVA

Vd,be (d+b)+<¢=d+(b+0)

EXISTENCIA DE ELEMENTO NEUTRO

a+x=x+d=a, . )6

Ixva

Pela comutativa /
a

i+0=0+d=4d I}

EXISTENCIA DE OPOSTO

vadé:a+é=c+a=0

d+(—d) = (—d)+d=0 Pelacomutativa 6& 0
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A@chamamos simétrico de e representa-se por; este vector tem a

direccdo e o comprimento de a’ e sentido oposto.

SUBTRACCAO
d—b d+(-b)
E a soma de @ com o simétrico de b

@ —b=d+(-b)

PRODUTO DE UM NUMERO POR UM VECTOR

1 — 1

K#0 d#0 k- Real L okd

Chama-se produto de um n° Real k # 0 por um vector @ # 0 e representa-
se por kd ao vector cuja direc¢éo é a do d.
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COORDENADAS E COMPONENTES DE UM

E qualquer par de vectores, ndo nulos, com origem num mesmo ponto e que n&o
sejam colineares (que ndo tenham a mesma direc¢ao).

BASE ORTONORMADA

Quando os vectores forem unitarios (ttm comprimento 1) e séo perpendiculares.

REFERENCIAL CARTESIANO (0. e, f) E ORTONORMADO

A
y

Se a base (€, f) for ortonormada

2o -
i (a;b) = 1 (2,1) em (0,8,1) b{ :\/

=7 =2¢ +1f

p—

v

@l

= - -

{m
N__________
N

S |l

Ex.:

Consideremos r.0(0, 8, f) e o vector i = (5,3)

Se:

Neste referencial % = 58 + 3f

56 + 3f sd0 as componentes de % no
Referencial (0,8, f)

(5,3) sdo as coordenadas de u no
referencial (0,8, f)
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IGUALDADE DE VECTORES

Sendo U= (ab)e ¥ =(cd)

EX.:
U= (3;2 —b)ev = (3a;1)
U=v ©3=3aA2-b=1
Sa=1A—-b=1-2
—-b=-1
b=1
SOMA DE UM PONTO COM UM VECTOR
Consideremos: A (ab\)/ e=1 = (u;uy)

A + 1 —» Representa um ponto B tal que:
B = A+ u entdo:

B = (a;b) + (ug;up)

Ex.:

Sendou = (2;-1)eA(1;1)
A+ u=B=(1D+(2;-1)
=30
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VECTOR COMO DIFERENCA DE PONTOS

De B=A+1u temosB — A = u,podendo u serigual adiferenca de dois pontos.

Se A= (a;b)e B = (c;d), temos:

AB=B-A=(c—-ad—b)=1

Ex.:
A(-3;2)eB(1;-1)

AB=B—-A=(1-(-3);-1-2)
=(4-3)

ADICAO DE VECTORES NUM REFERENCIAL ORTONORMADO

U = (upup) ev = (vy;v2) A
v
ﬁ‘l",}): (ul;uZ) + (171; Uz) 2
=(u1+171 ; U +v2;)
Uy | =
? > x
Uy (51

Ex.:

Consideremos U—B; 0) e Uz; —1) e ainda o vector u = (2;2)
Calculemos AB =B — A = (2;—1) — (=3;0) = (5; —1)

U+A4B = (2;2)+ (5;—-1) = (7; 1)

PRODUTO DE UM VECTOR POR UM NUMERO REAL

Sendo k um nimero real e u = (uy; uy)

k‘l_j, = k. (ul, uZ) = (kul, kuz)

Ex.:
Sendo U= (2;-3)ek=3 k > 0(képositivo)

kii = k(2 —3)

3u =3 (2;3) = (6; —9) tema direccdo e o sentido de u porque k > 0
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Ex.:

k=-2eill=(2-3)
ki = k(2;-3) k < 0 (k é negativo)

—2u = -2 (2;-3) = (—4;6) temadireccdo de u e sentido oposto ao de u
porque k < 0.

NORMA DE UM VECTOR

E o comprimento do vector e representa-se por ||%]|

Pelo Teorema de Pitagoras:

w0y | Tl = uge +uye
Y q
Vi Il = iz + 122

: Nota: Nao se considera o sinal (-) porque 0s comprimentos Sao sempre |

I positivos. I
L

Se considerarmos um vector definido como diferenca de dois pontos:
i=AB=B-A
podemos determinar a norma através da distancia entre os pontos A e B.

Se: A (x1; y1) e B (x3; y,), teremos: AB=B—-A= (% — X3392, — V1)

Ex.:
1. Sendo u = (-3;4)

gl =/ (=3)2+42=+V9+16=V25=5

—

2. SendoA\}—l;O)eB (2;5) AB=B-A

(P
|4B|| = 4B = /(2 + 1)2 + (5 — 0)2 = V9 + 25 = V34
ou

Como B —A = (3;5) = AB =32 + 52 =9 + 25 = /34
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VECTORES COLINEARES

Quando tém a mesma direccdo, isto €, se existe um numero real k tal que:

Sendo U = (2;4)e v =(1;2)
u e ¥ sao colineares pois u = 2.7

Comou =2.v vem2(1;2) = (2;4)
Vé-se que k = 2 n° real.

Ex.:

Verifica se sdo colineares os vectores:
i (Li5)es =it
u= 3 ev = (3 ;10)

i=kv o 1-5 =k 2-10 1-5 = 2k-10k
=k o (5:5) = k(5510) = (5:5) = (34 10)

Ex.:
Sendou = (—1;2) e v = (2;3)

U=kv e (-1;2) =k(2;3) &
< (—1;2) = (2k; 3k)

2k = -1 1

1 e v ndo sao colineares
3k =2

Ex.:
Determinar um vector 7 de norma /5 e que seja colinear com ¥ = (—3;4)

Consideremos:
U= (ug; up)
Como u é colinear com v = U = kv
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~

~

k

Daqui que:

\5
=+LEZ£E<<j_§
— |25 - 5

\5

g5

ul= -3k © —-3X —A-3X

Entao:

5
Se k=— g teremos:

_,_ (3V5 =45
v <TT>
V5

Se k= ?teremos u

5

~

2 2 —
l=vE | e vs [l E =
u = Kv
(us; uz) = k(=3;4) u, = 4k
~
(=3k)2 + (4k)2 =5 |9k +16k*=5 |25k? =5
= < & <L — < k=t

u; = =3k

u, = 4k
5

25

5 5

5
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( \/§> —3v5 4345
— = A

. V5 V5 45 45
u = (ul;u2) < u2 =4k <:>4><?/\4>< -z & —AN ———
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PRODUTO INTERNO DE DOIS VECTORES

Se tivermos 0s vectores u e v

— -

O Produto Interno de 1 e ¥ € o nimero real designado por i - 7. ouu 1 v

definido por:
| —————————— S =1
I - = _ — - —3 I
y u-v = [l [[7]]. cos (u, v) :
[

Se UEOAV 0=

Notas:
1. Seulv=> cos(u,ﬁ) =¢0s90°=0
Entdo:u.v =0
P
2. Sed.3=0=>u=0vi=0 Vcos(u,ﬁ) = 0.
Concluimos que se nenhum dos factos € o vector nulo (6) entdiou L v
Daquique,i.v=0,seesése,ulv=0o0uu=0vVv=0.

3. Como a norma de um vector é sempre positiva, teremos ||u|| > 0 e |[?]] > 0.
P

P
31 u-v>0 se cos (ﬁ) > 0 0 que implica que (ﬁ) < 90° (angulo agudo)

visto que se @ € um angulo agudo entdo 0 < a < 90°e daquique 1 <cosa <0.
P P

32 uU.v<0 se cos (ﬁ) <0 o que implica que (ﬁ) > 90° porque
(se90° < o < 180° = —1 < cosa < 0).

A PARTIR DAS COORDENADAS:
Consideremos o referencial ortonormado (0, é,f)

Consideremos 1 = u,é,+u, fe v =v,€ +v, f

U.0=wé +u, f)X 8 +v,f)

= w88+ ULV B f Uy Bf Uy fof

Como ¢é e f sdo vectores unitarios (1) entéo:

el =||f||=1e(§/\§)=0°e(f/\f)=0° =>cos(§/\§)=cos(f/\f)=1
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Logo:
é-é=|é||> - cos(éneé)=1
- - 52 -
e F-F=IIfI"cos(Faf) =1

como 8L f,entdioé-f=0

Entao:

UV =U. V1.1 +u. .0 + up. 1.0 + uy.v,. 1

P o e .
: UV =U.V, + Uy Uy
o o o o o o o e e -

VECTORES PERPENDICULARES
Dados os vectores U = (ug;up) e V= (vy;v;)
Ulveouv=0
istoé: i lve=uv=0 pordefinicao de produto interno
\ﬁ(_/
h ul.v1+u2.v2=0
EX.:

u = (5;2) e v = (—2;5) Séo perpendiculares?
ULV S u.vy+u,. v, =0
©5(=2)+2G)=0
©-104+ 10 =0
—

o 0=0 sdo perpendiculares porque 0 = 0

Ex.:
u=(—1;0) e ¥ = (2;3) Sao perpendiculares?
Ul veu,.vy+u,v, =0
e -1(2)+0(3) =0
©-24+0=0

s -2=0 N&o sao perpendiculares, porque —2 # 0
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EX.:
Consideremos o triangulo [ABC]

. Vamos verificar se o Triangulo [ABC] €é rectangulo.
| Para isso vamos ver se AB e BC ou BC e CA ou CA
e AB sdo perpendiculares.
A (1;3);B (2;1);C (4:4
(1;3);B (1) G (64
i ~ Calculemos:

+ Uy v, 1.AB=B—-A=(21)-(13)=(1;-2)

BC=C-B=#%4)—-(21)=(23)
AB.BC = (1;-2).(2;3) = 1.2 + (=2).3 = —4

N&o séo perpendiculares. Porque —4 # 0.

Logo ABC n3o é recto.

2.BC=C—B=(44)— (21 =(2;3)
CA=A-C=(13) - %4 =(-31

BC.CA=(2;3).(-3;1) =2.(-3) +3.(+1) = -6+ 3 = -3

N&o sdo perpendiculares porque —3 # 0

Logo [BCA] n&o é recto.

3) CA=A—-C=13)— (44 = (-31)
AB=B-A=(21)—(1;3) = (1;-2)

CA.4B = (-3;1).(1;2) = -3() + (-1)(-2) = -3+2=—1
N&o sdo perpendiculares porque —1 # 0

Logo [CAB] néo é recto.

O Triangulo nao é rectangulo.
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COLINEARIDADE DE TRES PONTOS

Os pontos A, B e C sdo colineares se pertencem a

mesma recta o que significa que AB e BC sdo

A B C
colineares.
il
i1 AB=kBC !
P Ao =nox [
EX.:
A (=2;3);B 1-1>-C 0 )
) ) er 'J’Z
AB =B A—( -1) 2;3 —(5- 2)
= =3 (=2;3) = >
Be=c-5=(03)-(31)=(-3)
= = ,2 2, - 252
AB = k BC
Gi2)=x(-373)
2’ B 2’2
5__1]( 5=—-ke k=-5
2 4
_ _ 4
, .3, —4—3k‘=’k—_§ —5¢—§ logo néo séo colineares

Entdo se AB e BC nao séao colineares, os pontos A, B e C ndo sao colineares.

Ex.:
1 2 7
A —1;=);B 2:—); -—) Sao colineares?
\l ’3)’ \,(’3)’C\J(3'9)
AB =k BC
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k _ s&o colineares
3=k |k=3

Entdo se AB e BC sao colineares, 0os pontos A, B e C sdo colineares.
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EQUACAO VECTORIAL

Dados um ponto A (x1,-}’1) e um vector u = (u,; u,) existe uma e uma so recta

r que passa por A e tem a direccdo de u.

Dados dois pontos A e B, também existe uma Unica

recta que passa por estes dois pontos.

» [T ——. Equacgéo Vectorial da
— recta que passa por A
e tem a direccdo de u

P- Representa qualquer ponto de r (x;y) = (xq, ¥1) + k(ug; uy)

Nota:

Se substituirmos k por valores reais, obtemos pontos de recta.

Ex.:
1. Escrever uma equacao vectorial da recta que passa pelo ponto
A (1;—1) e tem a direcgdo do vector u 3;2
(1;-1) ¢ i, (3:2)

—

A u
P=kue (x;y)=(1;-1)+k(3;2)—>» Equacéao Vectorial

keR
2. Verificar se B\}LL; 1) pertence a recta:
4D =0-D+k3E2)

4=1+3k 3=3k k=1 k=1 k eR

1=-1+4+2k | 2=2k k=1

LogoBer
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Ex:

Escrever uma equacéao vectorial da recta que passa pelos pontos
1 2
A (—:O)eB (—3;—)
7 \2 (W 3

1° Determinar AB ou BA

A = 5-a=(-33) - (3:9) = (-5:3)
N N "3 2’7) \ 2’3

A equacao sera:
P=A+kAB;k €R
ou
P=B+kAB; keR
Considerando a 1.2

(x; )—(1-0)+k—( 7'2>'kE]R
x'y - 2' - 252 )

EQUACOES PARAMETRICAS

Da equacgéo vectorial teremos:

P=A+ku;k€eR
ou seja

P A i
—a —
(y) = (g y1) +k(u;uy); kER

(;y) = (xi3y1) + (kugs kuy); kER
y) =0 +kuy,+kuy); kER

I
I "
;keR I Equacdes Paramétricas da recta que passa por um
I
I
o

y =y1 +ku,
_______________ Ponto A {__,(x1; 1) € tem a direccao de U= (ug; uy)
EX.
Dadas as equacOes paramétricas da recta r
=-1 - k
x= 3
7 1 ‘keR
y = g + 3k
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, 1 . ~ .
Um ponto da recta (x ; y) sera (—1; §) e um vector com a direc¢ao da recta sera

34

Nota:
Se quisermos determinar outro ponto da recta, basta substituir k por um n.° real.

Ex.:

=
Il

I
—_

I

|
X
—_
=
Il

I
—_

I

|
=
Il

Sek =1vem:

5 16\ ,
(— g,?) € outro ponto da recta.

Ex.:

Dadas as equacfes paramétricas da recta r
x= —3-12k
y =5k

Determine um ponto e um vector com a direcgdo da recta r

A (=3;0) u=(-2;5

Ex.:

1. Escreva uma equacéo vectorial e um par de equacdes paramétricas da recta
que passa:
a) Pelos pontos

1
A (Z;_l) ¢eB <_1; E)

Ponto Vector

— I—I—I
R: P=A+4+kuou(x;y) = (x;v1) + k (ugsuy)
P=A +kAB A_B’:B_A:<_1.1)_(§._1>

2 4’
o= (om) i)

St
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3
b) Pelo ponto UO;E) e tem a direccédo de v = (1;3)

P=A+ku ou (x;y) = (xp;y1) + k(ug; uy)

(x;y) = (0;;)+®) k €R

x=04+1k [(x=k

3 3 keR
y = E + 3k y = E + 3k
EgUAgﬁES CARTESIANAS
EQUACAO CONTINUA

Das equacdes paramétricas:

x = x1 +ku
keR Teremos:
y =y +ku,

X — x; = kuy
keR Entao:
y— y1=ku,

Seu; #0eu, #0vem

I = X — X
Uq e como k € igual nas duas
Kk = y—V1
U
Teremos :-;-—-x: :-y-—_;l_-i—> Equacéo Continua da recta que passa por
" =
I th Uz | A (x;;yy) e tem adireccdo de U = (uy;uy)
"""""" (P
Nota:

1. Seu; =0 Au, # 0, teremos:

x=x,+k.0 L ER
y=y;+ku,
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¥ A (x1;y1)
4 wr

R A(xy,y,)

2. Seu; # 0Au, =0, teremos:

x=x+kuy

y=y,+k.0 keR

: I 1 .
Conclui-seque §y y=Yy1 : Recta Horizontal que passa pelo ponto A_£x1; Y1)

I J
ylk

Y1 A(x1;y1)

1
1
1
1
1
1
1
1
L » X
X

Ex.: 1
Escrever uma equagao continua da recta que passa pelo ponto AJ—2;§>
e tem a direccdo do vector U = (3; —4)

u; #0Au, #0

X—X1 YV~
Uy U,

1 1

— (=2 - = - =
x—( )=y 2@x+2=y )
3 —4 3 —4

EXx.:
Escrever uma equacgéao continua da recta que passa pelo ponto

A (5; —1) e tem a direccédo do vector i = (0;2)
[

u; = 0 Au, # 0 —» recta vertical

xX=x,x=5
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Ex.:
Escrever uma equacao continua da recta que passa pelo ponto
A (—1;-3) e tem a direccdo do vector u = (—4;0)
N _
u; # 0 Au, = 0—» recta horizontal

y=y,ey=-3

EQUACAO GERAL

A equacao continua da recta que passa pelo ponto AU(S; —2) etem a direccéo

do vector U = (2;5) sera:

X=X _y=n

Uy U,
x—3 y—(-2) x—-3 y+2
= S = & 5x—15=2 4
2 5 26" 50 F YT

5x —2y—15—-4=05x—-2y—-19=0 &
5x —2y—19=0 —» Equacéo Geral da recta que passa pelo ponto A e tem
""""""""""""""" ' a direccéo de u

Entdo, a Equacédo Geral da recta sera:

Vejamos:

e S|
u

= Uy. X — Upy. X1 = ul.y - u1y1

Uy 2
(uz) (uy)

Up. X —U. Y+ Uy — Uz.xqy =0 Em que:

L S -

A B C

A = u, = 2.2 Coordenada do vector
B = —u, = simétrico da 1.2 Coordenada do vector

Daqui que:

Ax+By+C=0
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1) Um vector com a direccdo destas rectas sera u = (—B; A)
2) Um vector com a direccéo perpendicular a recta serd v = (4; B)
porque u.v = 0 (vectores perpendiculares)

Uq.v1 + Uy. Uy = O
Ex.:

Determinar a equacéo geral da recta da equacao:

rrd_y-1 1( +4)=5@-1 L 25y 5@ ix_5y4+7=0
= & — = — = — = — o —X — =
(1/2) 2 5 v v

A B

- Um vector com a direccdo de recta é:

1

i=(-B;4)=(55)

- Um vector de direccdo perpendicular a recta é:

1 1
vV=(4;B)=7v= (—;—5) 0u<——;—5) = visto que

|

)= e+ o] 55

Ex.:
Escrever a equacéo geral da recta que passa pelo ponto A\(}S;-l) e tem a direc¢éo

perpendicular a recta de equacao

3x—4y+1=0

vov
A B

1) Sabemos que o vector U = (3; —4) ou (—3;4) isto é, como é perpendicular

vem de i = (4; B); tem a direccdo perpendicular a esta recta.

2) Como a recta passa pelo ponto AU(B; —1) teremos:
A=u, e B=—u,; entdo vem:
4x -3y +C=0=43)-3(-1)+ C=0
=12+3+C=0
S CC=-12-3
& C=-15
A equacdo serd4x —3y—15=0
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Ex.:
Escrever a equacao da recta que passa:

1. Pelo ponto AU(6; —2) e tem a direccdo do vector i = (0; 1).

- —yl x—6 y+2
rh Yy e Yy 6=0

u u 0 1
! ? e )

xX=6

Pela origem e tem a direc¢do perpendicular do vector i = (0; —3).

Se é perpendicular > U .V FuUy. v, =0
0x0+1(=3) =0
0-3=0
y=-3

Ex.:
Dada a recta s da equacao:
3x—-2y+1=0

1. Indique um vector com a direc¢ao de s.
Uu=(-B;A) =iu=(2;3)Vv(3;2)
2. Escrever a equacéo geral da recta cuja direccao é perpendicular a s e que
1
assapeloponto A (3;— =).
p pelo p \;( 5 )
A equacao sera:

2x+3y+C=0porqued =u,e B = uy

1 3
2(3)+3(——)+c= 0206——-+(C=0212-3+20=029+2C=0c
2 @ 21) @)

< 20 =-9
0= —=
2

Entdo a equacao sera:

9
2x+3y—3=0

EQUACAO REDUZIDA

Dada a equacgéo 2x — 5y + 1 = 0 podemos defini-la da seguinte forma:
2x—=5y+1=0

—5y=-2x—-1
S5y =2x+1
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m —» Representa o declive
b — Representa a ordenada na origem (ordenada do ponto com abcissa = 0

x=0)

Ya Inclinacéo da recta (@) — é a medida de
amplitude do menor angulo ndo negativo cujo
lado origem é ( x x) positivo e o lado da

extremidade € paralelo a recta dada.

Se ¢ = 0 — arecta é horizontal

Se a = 90° — a recta é vertical

O declive é a tangente da sua inclinacao.

1. Se m>0=tga>0=a<90° = (a¢ € 1.°Quadrante)
2. Se m<0=tga<0=a>90° = (¢ € 2.°Quadrante)
3. Se m=0=tga=0=a=0° =2a=0

EQUACAO DA RECTA QUE PASSA POR UM PONTO SENDO DADO
O DECLIVE

Se Adxl; y,) pertence arecta=y, =mx; +b o b =y, —mx;
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Substituindo em y = mx + b, vem:
y =mx + yl - mx1
y —y; = mx —mxq, teremos:

Equacéo da recta que passa pelo ponto AU(xl;yl) e tem declive m.

Ex.:
Escrever a equacao da recta que passa pelo ponto Au(%; 2) e tem declive —2.
y—y1=m(x— x)
1 2
y—2=—2<x—§>=}y= —2x+§<:>y=—2x+3

Suponhamos que Bu( X,.Y,) € outro ponto da recta, entao:

De:
y —y, = m(x — x;) teremos:
y2-y1 = m(x, — x;) daqui que:
R 1
1 _ Y2-Y1 1
: m= Xy Xy : —* Equacéo do declive de uma recta determinado a partir de
[
L ! dois pontos distintos.
Desta forma:

Se A\)( X1, yl) eB\}xZ; yZ)
AB=B—A= (x2,¥2) — (x1;¥1) = (X2 — X1, Y2 — Y1)

Se considerarmos AB = u = (uy, u;) podemos escrever:

(=TT 71 porquese U=AB = (u;u) = (X2 — X13¥2 — Y1) €
2
I m=— |
: ul : u1=x2—x1 /\u2=y2_y1

Y2 — V1 Uz

como m = em=—

xz_x]_ ul

Nota:

O declive de uma recta pode ser determinado a partir de um vector com a direc¢ao
da recta.
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Ex.:
Determinar o declive da recta:

13
1. Daequagdo(x,y) = (——'— +k(=3;1); keR

2’5
\_Y_J

ponto vector

Como (—3;1) séo as coordenadas do vector serau; = -3 eu, = 1.

Daqui que:
U
m=—om=—=—=
u1 - 3

2. Daequacdo *—1 _ y+1

3 2

Como X— X1 Y—W
U Us

;2)

Su,=3eu, =2

~
w

U=

3
I
Wl N

3. Daequacdo3x—5y+7=0

Uy Up
ComoA=3eB= -5eA=u,eB=—u, teremos o vector 4 = (5;3) =
Uz
m=—=oeom==+¢
ul 5

4, ue passa pelos pontos 4 (5; —3)e B (1; —4
Que passa pelos pontos 4_(5; —3) e B (1; —4)
AB=B—-A=(1;, -4)—(5;-3) = (—4;—-1) — vector

-1 1
MmM="3 =7

ou

V2= _—4—(-3) —-4+3 -1 1
X, — X - 1-5 = —4 -4 4
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5. Daequagéo y = lzx +5

1
C0m0y=mx+b=>y=§x+5
-

1 m b
Logom = >

EQUACAO AXIAL

a — Representa a abcissa na origem (valor da abcissa para y = 0)

b — Representa a ordenada na origem (valor da ordenada para x = 0)

Ex.:
Dada a equacéo geral da recta — 4x — 5y + 7 = 0 para passarmos a equacao

axial, podemos fazé-lo das seguintes maneiras:

1. —4x—-5y+7=0

7

Sex=0=>-5y+7=0y= ;Iogob=—5

N N

Sey=0:>—4x+7=0<:>x=—;logoa=14

S

Daqui resulta que:

;+$—1=)Z+Z—1
4 5

2. —4x—-5y+7=0© —4x—-5y=-7©4x+5y=7
Se dividirmos ambos os membros por 7 vem:

4x 5y 7 4x 5y

e+ =1
7+7+7<:>7+7 mas,
4x fAS_Y_Z entio:
7 77 7

4 5

+5=1
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Ex.:

Considere a recta que contem o ponto A\} —1;2) e tem a direc¢éo do vector

u=(2;-3)

1. As equagOes paramétricas sao:

x =x; + kuy

y =y;+ku, ; k€R,entdo teremos:
x=-1+2k

y=2-3k keR

2. A equacao continua sera:

X~*1 _Y~)Y1 ,entdo teremos:

U u2
x+1 y—2
2 -3

3. A equacéo geral sera:
Partindo da equacédo continua:

x+1 y-—-2
> :_—3(:)—3(x+1)=2(y—2)<:>—3x—3=2y—4(:>

(=3) 2)
& -3x—-2y—-34+4=0-3x—-2y+1=0

4. A equacdo reduzida sera:
Partindo da equacédo continua:

—-3x—-2y+1=0&-2y=3x—-1o2y=-3x+1&

—3x+1 —3x N 1
f—3 = — S [ J— —
Y= T2 Y=y
5. A equacgéo axial: ) 3
Pela equacéo reduzida (y = mx + b) sabemos que b = SOy =— +
i XY
Vamos determinar o a ; porque a equacao axial e: 2 + 3= 1

(abcissa na origem) fazemos y = 0 entdo vem:

—3x+1 0 3x+1 3x 1 3 L 1
= — e = —- — S — = - = L = —
Y="73"73 2 T2 27325 XT3
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Logo a =

W[ =

A equacdo axial é:

x Yy
—+t==1<
a b

Ex.:

Consideremos a recta da equacéo:

5 L L (5
1. 3x-— 5 + 1 = 0. Um vector com a direccao da recta é u = (—; —3)

2
i.é:u=(—B;A)
o . . 5 ,
2. Um vector com a direcgéo perpendicular é v = (3; —§> i.é:v=(4;,-B)
uz = 3
5
u, = )

6
3. Odeclivedarectaé m=—== < porque m = )

N o] w

RECTAS PARALELAS E RECTAS PERPENDICULARES

N\

r e ssao estritamente paralelas r //s r e s sdo coincidentesr=s

(nunca se encontram)

Nota:

Ser //s = formam angulos iguais com o eixo dos (xx), logo tém declives iguais
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Ex.:
Consideremos:
r=2x—-3y+4=0As=—-4x+6y+7=0

Um vector com a direccdo de r € u = (3;2) porque (—B; A)

Um vector com a direcgdo de s é v = (—6;—4) porque (—B;A)

O declive de r = % porque m = ZL—Z logo m = %
_4 2 uZ r
O declive de s =— == porque =% Jogo m =-
ST TgT3 Poraue m=o- 109 3

Como m = m' as rectas sdo paralelas r//s

RECTAS PERPENDICULARES

r 1 s se formarem, entre si, um angulo de 90°

r

N

Consideremos r e s perpendiculares entre si cujas equacgdes sao:

r:y=mx+b A s:y=m'x+b’, entdo:

y=mx+b y=m'x+Db'

-mx+y—b=0 -mx+y—->b'=0
Um vector com a direc¢ao Um vector com a direccao
deré:u=(-1;—-m) desé:v=(—1,—m")
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Se r L s = u e v sdo perpendiculares. Entéo:
Ulv=uv=0istoé (-1) X (-1 +(-m)x (—m") =0

ou

m= 7
m
Ex.:
Consideremos:
_x—1_y+4A x—=4 y-1
Tty T T M T T T T

Sao perpendiculares?

Um vector com a direccio de r é % = (3;—2) porque ¥~ %1 _Y * %1
Uq Up

Um vector com a direcgdo de s é ¥ = (8;12) porque X —x; Yy + y;

_2 2 ‘U1 "]2
Odeclivederé m=—=——-
3 3
. 12 3
O declivedesé m =53

Como 1+ mxm' =0 teremos:

-2 3
1+(?)x<§)—0@1+<?)—O<:>1—1—0:>rJ_s

Ex.:
Determinar k # 0 de forma que as rectas cujas equagdes Sao:
rx—2y+3=0e s:—2x+ ky+1=0sejam:
1. Paralelas
2. Perpendiculares

Calculemos os declives das rectas:
Um vector com a direccdo de u = (2;1) porque (—B; A)

Um vector com a direcgdo v = (—k; —2) porque (—B; A)
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1 -2 2
Odeclivederém=§ e o declive de s é m’:_—k=E
1. Sao paralelas se 1 2 k=4 2 1

2. Sao perpendiculares se 1 + m.m' =0
1 (3) % () =0
2) " \k)

2
1+ﬁ=0(:>2k:—2<:>k:—1

Ex.:

Consideremos:

1
r:3x—5y+11=0 e A (—;—1)
2\ 2

Escrever uma recta s que contém o ponto A e é perpendicular a r .
Determinemos um vector com a direcgéo da recta s mas que seja perpendicular a_r.

v = (3; =5) porque (4; B)

-5
O declivedesé m = 3

Como a equacéao da recta que passa por um ponto dado e tem declive m é dado por:

= >vyv+1= 5( 1)<=>—5+51
y—y1=m(x—x;) >y =—3\¥ 3 y=—3xt¢

PONTO MEDIO DE UM SEGMENTO

Consideremos o segmento [AB] e Mcomo um ponto médio.

Entao, teremos:

i i | A x1551) 5 B Lx2;52) e M ,(a; b)

A M B 1
AM = —AB
v 2
1
M_AZE(B_A

1
(a—xy;b—y1) = E(xz —X1;Y2 — Y1) mas,
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X2 — X1
a4—x _ X2 7 X1 | a= > + x;
1= 2 2a = x, —x1 + 2%,
_< _ o
Yy — ¥ v, — ¥, 2b =y, —y1 +2y,
2 1 —
b_y]__ ) b= 2 +y1
r _x2+x1
2 N L
a=x2+x1 OgO
2b=y,+y; © ]
20 Y2 + V1
b= 5

i -
M ,(@b)ys1 ,, (xz + x1>;(y2 + y1> i
2 |

d

Ex.:
X1 Y1 X2 Y2
Temos A\J(—l; e B\J[S; —2). Determinar as coordenadas do ponto médio de

[AB].

Seja M o ponto médio de [AB]

<x2 + x1) _ (J’z + J’1)
s\ 2 ) 2

3 ; 1); (—22+ 1)

MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO

Consideremos um segmento [AB].

A mediatriz do segmento [AB] é o conjunto de pontos equidistantes dos extremos

do segmento.
E a recta que passa pelo ponto médio de [AB] e é perpendicular ao vector AB.
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R AP =P —A=(x—x3; y— )
s N
£ LY —
’ X BF=P—B=(x—x;y-7)
If( —l \\I -
M

: —> Equacao de Mediatriz
e e e e ——— i

Ex.:
Dados Adl; 3e BJ—Z; 2) e P\(}x; y) um ponto qualquer da mediatriz.

ﬁz(x—l;y—B)porque ﬁzP—Az(x—l;y—S)
ﬁz(x+2;y—2)porque ﬁzP—Bz(x+2;y—2)
A equacao da mediatriz sera:

|4P|| = ||[BP|| ent&o, como [l = /xf +x2 vem:
4 Ry

JE =12+ —3)2=/(x+2)2+ (y - 2)? elevando ambos 0s membros
ao quadrado teremos:

VG-D2+-37) =(JG+2+ G -2?)

e x-1D2+@H-3)2=x+2)*+({y—-2)*
x2—2x+1+y2—6y+9=x?+4x+4+y* —4y+4
x2—2x+1+y2—6y+9—x?2—4x—4—y2+4y—4=0
—6x—2y+2=0 dividindo ambos os membros por 2 vem:

—3x—-y+1=0
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Por outro processo:

Como a mediatriz é a recta que passa pelo ponto médio do segmento e é

perpendicular a este segmento, teremos:

+P MP 1 AB Logo como sao perpendiculares, teremos:

MP.AB =0, entdo:

]

- v : Adl; 3); B\_S—Z; 2) e Ux;y)

Calculemos o ponto médio:

M (x1+x2). (3’1+3’2) Calculemos MP e AB

)

A 2 2
(1—2_3+2)_ ST M—( +1_ 5)
w2 2 ) B “\*TY Ty
M (—_1.5). AB=B-A=(-2-12-3)=(-3-1)
U 212:

Como MP. AB = 0 teremos:

<+1- 5)><( 3;-1)=0
XT3V Ty T E

1 5 3 5
—3(x+—)—1<y——) =023 x——=—-y+=-=0-6x—3-2y+5=0
2 2 2 2
2 2 ()
) €]
© —6x—2y+2=0
Dividindo por 2 ambos os membros vem:

-3x—-y+1=0
Ex.:
Determinar a equacéo da mediatriz, sabendo:
A\_g; 3) e B_(—2;2) e Mum ponto médio
T
Como a mediatriz é a recta que passa por (——;—) é
quep Y M 575

perpendicular a "AB, entio:

7

A M B

AB=B-A(-2-1;2-3)=(-3;1)
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Um vector perpendicular a AB é U= (1; —3) e a mediatriz que passa por Mtem
a direccdo de i = (1;-3)
uz _3

O declive de mediatriz & m= o Sm= T =-3
1

porque é a equacdo da recta que passa

Aequagdo seray —y; = m(x = x,) por um ponto dado e tem declive m

> 3( +1)(:> > 3 3(:)
y—o="2|\xT7 Yy—5=72Xx—35
2 2 2 2(1) @ 2 (1)

S 2y—-5=-6x—-3=2y-5+6x+3=0=6x+2y—-2=0=3x+y—-2=0

SEMI-RECTAS

A equacéo da recta definida por dois pontos é:

P=A+kAB:keR

1. Sek>0=kAB tema direccao e sentido de AB (produto de um numero
real por um vector)
O ponto P é um ponto a direita de A.

Ex:ii=(2;-3)ek=3=k -i=234=3(2-3) = (6-9)

: P=A+kAB:k € R} : Representa AB — semi:recta
T ——— l Origem A e sentido AB

2. Sek=0=>P=A

Daqui que
P CoTTTe T !
:P=A+kAB;ke]R§g '

Representa AB — semi-recta
Origem A e sentido oposto ao de AB
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SEGMENTO DE RECTA

Q> DeP=A+kAB:k€R

Consideremos k € [0;1]

1. Sek=0=>P=A4
2. Sek=1=>P=A+1.(B—A)>P=B

| P=A+kAB; k € [0;1]

Entao: 1 Define 0 segmento [AB]

Ex.:
Dados os pontos 4_(—5;3) e By_(1;4), escrever a equagao que:

1. Define a semi-recta de origem A e direc¢ao AB:
AB =B —A = (6;1) de (1;4) — (=5 + 3)
P=(-53)+k(6;1); k €ER deP =A+k.AB

2. Define a semi-recta de origem B e direc¢do oposta a AB:

P=1L4)+k(61); keR

3. Representa o segmento [AB]

P=(-53)+k(6;1); k €]0;1]
Ex.:

Sendo A_£1;2) e R_£0; 3), escrever:

1. A equacéo vertical da recta que passa por A e B:
P=A+ku
Como4B = B—A=(0;3)- (1;2) =(-1;1)

Entao:
y)=01;2) + k(-L;1); ke R
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2. A equacédo da semi-recta com origem em A e direccao AB:

P = A+ kAB; ke R*
) =12)+ k(—-1;1); keR*
y)=(12) —k+k

x=1—-k

kER & x=1-k x=1+2-y X=oyEs

y=2+k k=-2+y y—2=k

k € R¢

Entéo:
x+y—-3=0 A y—220 ;keR{
x+y—3=0 A y=2

3. O segmento de recta [AB]:
Como k € [0; 1] podemos escrever

x+y—-3=0 A 0LZy—-2<1

x+y—3=0 A 2<y<3 porque y—2=20oy=>22Ay—2<1eoy<3

Ex.:

. 1 1 o
Considerar os pontos U—Z, —3) e Bu(7 ; 0) e determine:

1. As coordenadas do ponto médio de [AB]:

(X1+ X2 _3’1+3’2)
22
1 1 3 1
v ([2T2.37% _(~2.3 :(_i.l)
2 2 2 "2 4’ 6

A equacao da mediatriz de [AB]

— 1. — 1
R P\_Sx,y) AP=P—A=(x+2;y—§) BP=P—B=(x——2;y—0)

AT 4P| = ||BP|| como liill = y/x% +x% temos:
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J(X+2)2 +<y—%)2 =\/(x—%)2+(J’—0)2

elevando ao quadrado vem:

2 2
j(x+2)2 f(r-2) ) - \/(x—%>2+(3’—0)2

2 2

e (x+2)° +<y— %) =(x— %) + (v +0)?

2 1 1
x2+4x+4+y2—§y+—= 2—x+Z+y2

NeJ

x2+4x+4+y2—Ey+l—x2+x—l—y2=0
3 9 4
4+42+1+ 10 5 2+4-+110
X —=y+=-+x—-=-=0S5x—=y —— ==
3 9 4 (36)3(12) (36) 9(4) 9)
180x — 24y +144+4-9=0

180x — 24y +139 =0

\ Outro Processo:

N WP 178 & MP.AB=0 R_4xy)

A M B M » (— % ; %) como ja calculamos.

N 3 1 3 1
MP =P = = (i) = (=55 g) = (x+ 37 - )

=00 (30)~(23)= G r20-3)-G-3
- “\2’ '3/ \2 7 3/ \2" 3

MP.AB = 0 ( +3 1) (5 1) 0
AB = Zy—=)x(2;-2) =
S\ Ty 7)) 2 T3 =

5( +3) 1( 1)_0(:)5 +15 y+1_0
2\¥ 1) 3076 T 2* T8 T3 18"

180x +135-24y+4=0 &
180x — 24y +139 =0
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2. A equacéao da semi-recta de origem em A com direc¢éo de BA.

P=A+ kAB; k € R}

5A=a-5=(-23)-(39)=(-33)
B B "3 2’7)\ 2’3

1 51
P = (—2;§)+k(——;—); k € R

3. A equacédo do segmento [AB]

P=A+kAB; k[0,1]

p=(-2d) o (G-D)skens
- 13 2’ 3 ) 0

INTERSECCAO DE DUAS RECTAS

Dadas as rectas r e s dos planos elas podem ser:

COINCIDENTES -rns=r=s

&
S
r =s (Tém todos os pontos comuns).

ESTRITAMENTE PARALELAS -rnNs=r=0

/ (N&o tém nenhum ponto comum)

CONCORRENTES -rns={P}

<
P
(Tém um ponto comum)
C,)
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Nota:

As rectas r e s podem representar-se pela equacgéao:

riAx+By+C=0¢e s:Ax+By+(' =

A intersecao de r e s é definida através do sistema:
Ax+By+(C=0

Ax+B'y+C' =0

Na resolucao do sistema podemos obter:
1. Sistema Indeterminado — Tem um namero infinito de solucdes. As rectas

séo coincidentes.

2. Sistema Impossivel — Nao tem solucéo. As rectas sdo estritamente
paralelas.

3. Sistema Possivel e Determinado — Tem uma so solugéo P\}xl;yl).

As rectas sao concorrentes. (rns) = {P}

Nota:
Se rAx+By+C=0

A Teremos:
s:tAx+B'y+(C' =0

1. Um vector com a direc¢do de r é U = (—B; A)
2. Um vector com a direccdo de s é v = (—B"; A")

3. Para que as rectas sejam paralelas terdo de possuir o mesmo declive:

jmm————— I A =u, = 2.2coordenada do vector

I
1 ! !
I A B 1 B=—y, =simétrico da 1.2 coord. do vector
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4. Se r e s sao coincidentes todos os pontos de r pertencem a s (na praticar e

s sd0 a mesma recta) entao:

Obs.: Para que r e s sejam coincidentes & necessario e suficiente que se possa
passar da equacao de r para a equacao de s multiplicandos ambos os membros
por um numero diferente de zero.

EX: m4x—-3y+2=0 e s:—-8x+6y—4=0

5. Se r e s sdo concorrentes, os declives sdo diferentes:

Entao: jm————— -

Ax+By+(C=0

SeA " #0;B"#0AC" # 0, 0 sistema . : )
Ax+By+C =0

Sera:
1. Indeterminado Se i_ﬂ_i
A’ - B’ - C’
2. Impossivel Se A _ B
A’ B
3. Possivel e Determinado  Se A B
a7

Ex.:

Determinar a posic¢édo relativa das rectas r e s sabendo que:

r2x+3y+1=0 e s:3x—5y+3=0
A=2:B=3C=1 A'=3B'"=-5CC =3

A 2

A3

E B _§ i - E as rectas sao concorrentes.
B" 5 A" B
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Como calcular as coordenadas do ponto de intersecgao?

Porque (r ns) = {P}

(3] 2x+3y+1=0 —6x—9y—-3=0 —6x —9y =3 l"‘
@ | 3y —5y+3=0 | 6x—10y+6=0 Gx — 10y = —6
~19y = -3
_3
Y=79
2x+3y+1=0
2x+3y=-1
v (2)= 1
x 19) =
x4 12 ) oo 28 38 28 —ws_ U
—=—lo2x=——-12x=—-—¢c =28 x = S—
*T19 *= 19 *="19 X X =38 19
14 3
-3
\ 19’19
Ex.:

Considere as rectas cujas equacdes séo:
rx—3y+1=0; s:2x+4y—-1=0; t:2x—-6y+3 =0
A B porque A4 1 B -3

2T A 2" B 4

T € s S80 concorrentes.

Eret?

A_ 1B -3 Como A _ B ,porque —3_1 re tséoparalelas.

aT2B =6 VT —6 2
A equacédo de uma recta coincidente com r sera:
Se multiplicarmos os termos por um n2 # 0, teremos:

4(x—3y+1) =4(0) — escolhemos o n%4
4x - 12y +4=0

Porque basta multiplicar por um n2 # 0. Neste caso multiplicamos por 4.
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Ex.:

Determinar o ponto de intersec¢ao das rectas:
r—x+2y+4=0 A s:2x+y—1=0

@ | —x+2y=—4 —24 +4y = -8 ;
+ = __
2x+y=1 U +y=1 l y="5
5y = -7
2x+y=1 Y

Substituindo:

7 12 6
2x—§=1<:>10x—7=5<:>10x=5+7<:>10x=12<:>x=1—0=§
G @ ®

rns={P} Pu(6 7)
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CIRCUNFERENCIA

Circunferéncia de Centro C\(}a, b) eraio r € o conjunto dos pontos do plano cuja

distancia ao centro é constante e igual a r (raio).

y
a, b > Coordenadas do centro
1 S P (x:
u(l'y} x,y - Coordenadas do ponto da circunferéncia
o a x

Consideremos Ua, b) o Centro da Circunferéncia e Ux, y) um Ponto qualquer

da Circunferéncia.

CP=P—-C=(xv) —(ab)

CP = (x — a;y —b) mas CP é o raio. Entdo;

EQUACAO VECTORIAL DA CIRCUNFERENCIA

De ||CP|| = r vem:

J(x —a)?+ (y — b)? =r ; elevando ambos ao quadrado, vem:

(E—aZ+ O —b2) =r
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EQUACAO CARTESIANA DA CIRCUNFERENCIA DE
CENTRO (a, b )ERAIO r

Ex.:

Dada a equacdo (x —1)%+ (y +3)? = 16 que representa uma circunferéncia,
calcular o centro e o raio.

C_f1;-3) r=+V16=4 porque r*>=16
Porque a equacdo é do tipo (x —a)? + (y — b)? = r? daqui que:

—a=-1 a=1 eri=16or=VJ6or=4

Obs.: Aequacdo (x—1)*+ (y+3)*=16 pode escrever-se:
x2—2x+1+y2+6y+9=16

| -+ (y=b) =17 |

Nota: Qualquer circunferéncia pode ser representada por uma equacao deste tipo.

No entanto, nem todas as equacdes deste tipo representam uma circunferéncia.

Ex.:

2 4 .2 _
x“+y"—2x—4y+6=0 Representa o conjunto vazio?

x2=2x+y2—4y+6=0
2

(1= 2) +(r- 2) +6-12-22=0
XT3 Y= 32 -

x—1)2+(@y-2) +6-1-4=0 (x—-1D*+(y-2)?= -1

Como o 1.° membro é sempre ndo negativo e 0 2.° membro é (—1) a equacéo
€ 0 conjunto vazio.
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Ex.:

x2+y2+6x+2y+10=0
Representa o ponto (—3; —1)
x2+6x+y*+2y+10=0

(x+ —) +<y+ —) +10 — 32 -12 =0
2 2
(x+3)2+@+1)2+10-9-1=0e (x+3)?+@+12=0

a=-3 AN b=-1

Ex.:
2 4 31
x2—y2—§x+§y—?=0
Representa a circunferéncia
2 _ 2 + 2+4 31—0 de centro (1 Z)erai02
S N S AT N 3773 =

Nota:

Em geral temos:

x2+ylt+dxt+ey+f=0 x2+dx+y*+ey+f=0

N e d? +e? — 4f a — coef.de x?
(x + —) + (y + —) = b — coef.de y?
y 2 4
d — coef.de x
e — coef.de y
f —termo independente
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1. Sed? +e? —4f < 0— A equacéo representa o conjunto vazio.

d e
2. Sed?+e?—4f =0— A equacdo representa o ponto (——- ——)

2" 2

3.Sed?+e?—4f > 0— Aequacdo representa a circunferéncia de centro

d e _ Jd? + e? — daf
<_E’_E> eralo r = >

Nota:

Toda a equacgdo do 2.° Grau em x e y , cujos termos em x? e y?, tenham
coeficientes iguais diferentes de 0 e com termo (xy) nulo pode reduzir-se a uma

equacdo do tipo: x2+y?2+dx+ey+f =0

Ex.:
2x2+2y2+3x+4y+7=0¢&

2x% 2y? 3x 4y

2 ; tot7

+70
2 2

3 7
x2+y2+§x+2y+5 =0

Ex.:
Determinar uma equacéao cartesiana da circunferéncia:

1
1. De Centro <_§; 2) eraio5

(r+ ) +0-27 =5

2
2. De diametro [AB]; sendo A = (—1;0) e B = (4;-2)
Se [AB] é diametro = o centro é o ponto médio de [AB]

(—1+4 0—2)
2 2

(6
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O raio é a distanciade Ca Aoude Ca R

r:j(%_l_l)z_l_(_l_o)z:\/(g)2+(—1)2: /%jtl:\/%

porque

AB = [(x; — x)2 + (y, — y1)? sendo A (x1; y;) e B (x3; ;) €

CA=A-C = (~1;0)- (; —1) =(—;; +1>
J(g)2+(—1)2=J%+1=\/§9

A circunferéncia pedida tem por equacao:

2

(3)2+ iz = |2
x—z) +O+D =1 |7

2

(x—;) + (y +1)2 =%
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CiRCULO

CiRCULO FECHADO
Representa a circunferéncia e todos 0s pontos que estao “dentro dela”.
Y a
5 > X
Entao:

(x —a)? + (y — b)? = r?— Representa a circunferéncia de centro (a,b) e raio r

C \_{a, b) € inferior ou igual ao raio r)

Ex.:
(x—3)2+y?2<4 Representa o circulo fechado de centro (3; 0) e raio 2,
incluindo a circunferéncia
y A

CIiRCULO ABERTO

Representa a circunferéncia de centro C\Aa,b) e
—>

raio r e 0 seu interior chama-se circulo aberto.
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Ex.:

(x+4)?+(y—-1)?<9 Representa o circulo aberto de centro (—4;1) e raio 3,
excluindo a circunferéncia.

y A

y
y
/_,
=
b

b) Representa o exterior do circulo, incluindo a circunferéncia.

A
y
>
/
-~ =x
Ex.: a)

(x—3)2+y?2>9

v
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Ex.: b)

C (-2;-3)r=3
(x +2)2+ (y + 3)% = 32

(x+2)?2+(y+3)2=9

DOMINIOS PLANOS

Consideremos a equacao da recta (r) nao vertical:

O conjunto de pontos situados abaixo da recta r é definido por:

1. Semiplano inferior aberto sem arecta (r)

vk &
¥ #

2. Setivermos:

y i < . . .
Py <mx+b ;»  Semiplano inferior

_______ fechado com a recta (r)
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3. Setivermos o conjunto dos pontos acima da recta ()

Tl

4. Setivermos:

v y
. lyzmx+b 1, Semiplano superior fechado,
' comarecta (r)

) o
Ex.:
y<2x+1 v 4 >
i
£
y=2x+1 3 P;
2 /]
r 1l
. P. (0;1) 1 >
- N -
P 1;3
1 3 2 St 3) .1’1
Ex.:
V A
y<—x+4
y=—-x+4%
x|y P1_(0:4) >
0 | 4 P, (1;3)
1 3 (O
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Ex.:

Nota:
Um conjunto de pontos do plano pode ser definido pela conjuncéo e disjuncao de
duas ou mais condicdes.

(x—1D%*+ y> <1Ay=3x

Ex.: y

1. (x—1D*+ y2 <1

Define o interior da circunferéncia de centro (1;0) e raio 1.

S e

2. y=3x

Define a recta que passa pelos pontos (0;0) e (1;3)
Ex.:

(x+1)?2+(y—-1)2=29Ay<0

1) (x+ 1%+ (y—1)2=9 define a circunferéncia de Centro (—1;1) e raio 3

2) y <0 define o semiplano inferior fechado
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v

A disjuncéo das duas condicfes define o conjunto de pontos que pertence pelo

menos a uma das figuras.
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